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  गणित 
CLASS – 10 
सत्र 2019-20 

 

दीक्षा एप कैसे डाउनलोड करें? 

 

विकल्प 1 : अपने मोबाइल ब्राउज़र पर diksha.gov.in/app टाइप करें। 
विकल्प 2 : Google Play Store में DIKSHA NCTE ढ ूं ढ़े एिूं डाउनलोड बटन पर    
                    tap करें। 

मोबाइल पर QR कोड का उपयोग कर डडणिटल विषय िस्तु कैसे प्राप्त करें 
DIKSHA को लाूंच करें —> App की समस्त अनुमतत को स्िीकार करें—> उपयोगकताा Profile का चयन 

करें 
 

  
 

पाठ्यपुस्तक में QR Code 

को Scan करने के तलए 
मोबाइल में QR Code tap 

करें। 

मोबाइल को QR Code पर 
केणरित करें। 

सफल Scan के पश्चात QR 

Code से तलूंक की गई स ची 
उपलब्ध होगी 

 

डेस्कटॉप पर QR Code का उपयोग कर डडणिटल विषय -िस्तु तक कैसे पहुुँचें 

 
1- QR Code के नीचे 6 अूंकों का Alpha 

Numeric Code डदया गया है। 

 
ब्राउिर में diksha. gov.in/cg टाइप करें। 

 
सचा बार पर 6 डडणिट का QR 

CODE टाइप करें। 
   

प्राप्त विषय  – िास्तु की स ची से चाही गई विषय-

िास्तु पर णललक करें 
राज्य शैणक्षक अनुसूंधान और प्रतशक्षि पाररषद छत्तीसगढ़, रायपुर 

तनिःशलु्क वितरि हेतु 
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आमुख 

 

राष्ट्रीय पाठ्यचयाा की रूपरेखा 2005 में यह स्पष्ट रूप से उल्लेख डकया गया है डक प्रार्तमक स्तर की 
स्क ली तशक्षा अिश्य घरेल  भाषा के माध्यम से ही दी िाए। इस महत्िप िा अनुशूंसा को साकार रूप देने के तलए 

ही  ‘‘ छत्तीसगढ़ी पाठ ‘‘ तैयार की गई है। 
मातभृाषा में प्रार्तमक तशक्षा के डहमायती तशक्षाविदों में महात्मा गाूंधी, रिीरिनार् टैगोर,स्िामी 

वििेकानूंद भी रहे हैं। छत्तीसगढ़ बनने के बाद यद्यवप छत्तीसगढ़ी के पाठों को नई पाठ्यपुस्तकों में स्र्ान तमला 
पर उनकी सूंख्या कम र्ी। राज्य शैणक्षक अनुसूंधान एिूं प्रतशक्षि पररषद् के प्रस्ताि पर शासन ने नए तशक्षा 
सत्र से डहरदी की प्रचतलत पाठ्यपुस्तकों के एक चौर्ाई पाठों को मातभृाषा में देने का तनिाय तलया। शासन ने 

यह काया एस.सी.ई.आर.टी .को सौंपा णिसके तनदेशानुसार स्र्ानीय भाषा छत्तीसगढ़ी भाषा में पाठों की रचना 
की गई। 

मातभृाषा में अध्यापन से बच्चों की णििक समाप्त होती है और िे खुलकर अपने विचार व्यक्त कर पाते 

हैं। शाला के नए पररिेश में आए बच्चों के तलए स्क ली भाषा की समस्या उनके तलए णिस अिनबीपन को लेकर 
आती है, मातभृाषा में तशक्षि उसे सहिता से द र कर देता है। 

मातभृाषा में सूंपे्रषि सहि होने से विद्यातर्ायों के तलए व्यवक्तत्ि विकास ि आत्मगौरि के अिसर िुटा 
देता है। आि का युग ज्ञान-विज्ञान का युग है, ज्ञान-विज्ञान को यडद बच्चे की अपनी भाषा के सार् िोड़ डदया 
िाए, उनकी भाषा में प्रस्तुत डकया िाए तो बच्चे के तलए यह प्रगतत की राह सुलभ करिाता है। 
प्रारूंभ में भारती के ितामान पाठों में से एक चौर्ाई पाठ उनकी अपनी मातभृाषा में डदए गए हैं। धीरे-धीरे मातभृाषा 
में प्रार्तमक तशक्षा की ओर हम आग ेबढ़ेंगे। 
 स्क ल तशक्षा विभाग एिूं राज्य शैणक्षक अनुसूंधान और प्रतशक्षि पररषद्,  छ.ग .द्वारा तशक्षकों एिूं 
विद्यातर्ायों में दक्षता सूंिधान हेतु अततररक्त पाठ्य सूंसाधन उपलब्ध कराने की दृवष्ट से एक अतभनि प्रयास है, 

णिसे ऑन लाईन एिूं ऑफ लाईन डाउनलोड करने के उपराूंत उपयोग डकया िा सकता है। SCERT का प्रमुख 

उदे्दश्य पाठ्यिस्तु के अततररक्त ऑडडयो-िीडडयो, एनीमेशन फॉरमेट में अतधगम सामग्री, सूंबूंतधत अभ्यास, प्रश्न 

एिूं तशक्षकों के तलए सूंदभा सामग्री प्रदान करना है। 
इस पुस्तक में मातभृाषा के पाठों में आए डहरदी के शब्दों को हमने ज्यों  ’ का ’ त्यों ले तलया है। इसका 

कारि यह है डक ज्ञान-विज्ञान की भाषा में डहरदी ने सूंस्कृत के शब्दों का प्रयोग णिस तरह डकया है, उसी तरह 

मातभृाषा में डहरदी के शब्दों का प्रयोग हो ताडक मातभृाषा उसे आत्मसात कर अतधक समदृ्ध हो तर्ा विज्ञान 

िैसे विषय की पढ़ाई में बच्चों को आसानी हो। प्रारूंतभक तौर पर इसे मनोरूंिक बनाकर और स्र्ानीयता से 

िोड़कर प्रस्तुत डकया गया है ताडक बच्चों को यह अतधक रुतचकर लगे। इस सूंबूंध में प्रारूंतभक फीडबैक हमारा 
उत्साह बढ़ाने िाला है तर्ा इस सूंबूंध में आने िाले आपके सुिािों का स्िागत है। ये सुिाि के्षत्रीय भाषा की 
पुस्तकों को बेहतर बनाने में हमारी सहायता करेंगे। पुस्तक को तैयार करने में हमें णिन विद्वानों का सहयोग 

प्रत्यक्ष-अप्रत्यक्ष रूप से तमला, पररषद् उनके प्रतत आभारी है। 
     

 

सूंचालक 

राज्य शैणक्षक अनुसूंधान एिूं प्रतशक्षि पररषद् 
छत्तीसगढ़, रायपुर 
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तशक्षकों के तलए 
 

 वपछले साल आपने निीूं कक्षा में गणित की नई पाठ्यपुस्तक को पढ़ाया है। आपने उसकी 
विशेषताओूं को अनुभि डकया होगा। इस दौरान आपने बच्चों के आत्मविश्वास में अूंतर देखा होगा। अब 
िे पहले से बेहतर तरीके से सिाल हल कर पा रहे होंगे। आपने यह ध्यान डदया होगा डक भले ही सभी 
विद्यार्ी सभी सिालों को हल न कर पाते रहे हों पर उनके सिाल पढ़ने, पढ़कर समिने की इच्छा और 
कोतशश करने के तरीकों में अूंतर आया है। हम यह भी उम्मीद करते हैं डक अब िे गणित के विषय 
में सम ह चचाा में ज्यादा भाग लेते होंग,े एक द सरे को ज्यादा सुनते होंग ेएिूं बेहतर ढूंग से एक द सरे 
की मदद करते होंगे।  
हमें यह भी विश्वास है डक विद्यातर्ायों के सम ह काया के समय उनके काया का अिलोकन करते हुए 
आपने इस बात को अच्छी तरह समिा होगा डक िे लया कर पा रहे हैं, लया नहीूं कर पा रहे हैं। इससे 
आपको उन के्षत्रों को पहचानने में मदद तमली होगी िो विद्यातर्ायों को मुणश्कल लगती हैं और िहाुँ उरहें 
मदद और प्रोत्साहन की िरूरत पड़ती है।   
दसिीूं कक्षा में भी इरहीूं गततवितधयों पर खास िोर डदया गया है, िहाुँ विद्यार्ी सम ह चचाा करेंग,े 

डकताब पढ़कर समिेंगे, करके देखेंग,े सिाल हल करेंग,े खुद नए सिाल बनाएुँगे।  
गणित के ताडका क ढाुँचे को समिना एिूं कर्नों को गणितीय ढूंग से तसद्व करना, गणित सीखने-तसखाने 
का एक अहम ्पहल  है। इस डकताब में गणितीय कर्नों को िाुँचने के तरीके पर िोर डदया गया है 
ताडक विद्यार्ी गणितीय कर्नों को ऐसे ही मान लेने के बिाए उरहें पहले तसद्ध करें, उसमें तनडहत तका  
को समिें, सार् ही िाुँचने और तसद्ध करने में अूंतर भी िान सकें । अतिः आप कक्षा में विद्यातर्ायों को 
नए कर्न तलखने उरहें स्ियूं तसद्ध करने का ढूंग ढ ुँढने या पहले डकए गए प्रमेयों को पढ़कर समिने 
एिूं समिाने के अिसर दें।  
माध्यतमक स्तर पर यह अपेणक्षत है डक विद्यार्ी गणित की भाषा को पढ़ सके, उसके तचह्नों एिूं प्रतीकों 
का सहिता से उपयोग करते हुए ढेर सारे नए गणितीय कर्न तलख सके। इस डकताब में ऐसे अिसर 
हैं िहाुँ विद्यार्ी गणितीय कर्नों को पढ़कर उससे तनष्कषा तनकालते हुए उस पर आधाररत प्रश्नों का 
उत्तर खोिेंगे। इस बात को ध्यान में रखते हुए बहुत से नए प्रतीकों से अिगत कराया गया है और सार् 
ही व्यापकीकरि पर खास िोर डदया गया है। इसके पयााप्त अभ्यास की आिश्यकता है।  
कक्षा 10 में अिधारिात्मक और प्रडक्रयात्मक ज्ञान को िोड़ने का प्रयत्न डकया गया है। खास तौर से 
ज्यातमतीय रचनाएुँ, अनुपात-समानुपात, बैंडकूं ग-कराधान और तनदेशाूंक ज्यातमतत आडद पाठों में लगातार 
अूंकों के उपयोग तर्ा गिना करने की प्रडक्रयाओूं को ज्यादा से ज्यादा अर्ाप िा और उपयोगी बनाने का 
प्रयास डकया गया है ताडक विद्यार्ी केिल सिाल हल करने की प्रडक्रया में न उलिकर सिालों में तछपी 
अिधारिाओूं को सरलता और सहिता से सीख सकें  और अरततनाडहत कर उनका उपयोग िीिन में कर 
सकें ।  
आप इस डकताब में ऐसे बहुत से अिसर पाएुँग ेिहाुँ विद्यार्ी केिल स त्रों को याद करके प्रश्नों का उत्तर 
नहीूं तनकालेंग ेबणल्क सोचेंग,े विशे्लषि करेंगे, नया रास्ता ढ ूंढेंगे। के्षत्रतमतत में ठोस आकृततयों के पषृ्ठीय 
के्षत्रफल और आयतन की समि बनाने के तलए िाल (मि) का उपयोग डकया गया है णिससे विद्यातर्ायों 
को स्ियूं स त्र खोिने में मदद तमलेगी। सार् ही इस पाठ में निीूं कक्षा से िोड़ते हुए घन और घनाभ 
के िाल को भी सणम्मतलत डकया है। आप कक्षा में विद्यातर्ायों को वितभरन ठोस आकृततयों के छमि 
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को टपेनूंसप्रम करने और बनाने के तलए प्रोत्साडहत करें।  
गणित में सम्प िा समि विकतसत करने के तलए िरूरी है डक विद्यार्ी अलग-अलग पाठों में अिधारिाओूं 
के बीच सूंबूंध देख पाएुँ, ताडक उनकी समि एक विशेष अिधारिा तक सीतमत न रहकर विस्ततृ एिूं 
व्यापक हो सके। इसमें आपको उनकी मदद करनी होगी तर्ा कक्षा में सूंिाद ि चचाा में भागीदारी को 
बढ़ाने का प्रयास करना होगा।  
आप इन पाठों में इन सभी प्रयत्नों को देख पाएुँग ेिैसे दो चरों के रैणखक समीकरि में आलेख बनाने 
का उपयोग या समरूपता िाुँचते समय अनुपात-समानुपात के उपयोग को रेखाूंडकत डकया गया है और 
भी ऐसे मौके है णिरहें आप देख पाएुँगे, कुछ नए आप और बना पाएुँगे।  
स्क ल तशक्षा विभाग एिूं राज्य शैणक्षक अनुसूंधान और प्रतशक्षि पररषद्, छ.ग. द्वारा तशक्षकों एिूं 
विद्यातर्ायों में दक्षता सूंिधान हेतु अततररक्त पाठ्य सूंसाधन उपलब्ध कराने की दृवष्ट से एक अतभनि 
प्रयास है, णिसे ऑन लाईन एिूं ऑफ लाईन (डाउनलोड करने के उपराूंत) उपयोग डकया िा सकता है। 
म्ज्ठे का प्रमुख उदे्दश्य पाठ्यिस्तु के अततररक्त ऑडडयो-िीडडयो, एनीमेशन फॉरमेट में अतधगम सामग्री, 
सूंबूंतधत अभ्यास, प्रश्न एिूं तशक्षकों के तलए सूंदभा सामग्री प्रदान करना है। 
उम्मीद है आपको और बच्चों को इस डकताब को पढ़ने, दी गई गततवितधयों और सिालों को करने में 
मिा आएगा। आप अपने अनुभि हमसे बाुँटते रहे, डकताब के सिाल बदलते रहें। यह उनकी िीिूंतता 
को बनाए रखने के तलए िरूरी है, अतिः आप िो भी नए सिाल बनाकर करिाएुँ, उरहें हमें भी भेिें, 
ताडक िे पाठ्यपुस्तक के अगले सूंस्करि में शातमल हो सकें । आपके सुिाि ि प्रश्न पाठ्यपुस्तक को 
बेहतर बनाने में मदद करेंगे।  
          

         सूंचालक 

       राज्य शैणक्षक अनुसूंधान और प्रतशक्षि पररषद् 
         छत्तीसगढ़, रायपुर 
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   बहुपद 

                                         [POLYNOMIALS] 

                                                                                 

पररचय (Introduction) 

व्यूंिकों      2x + 3,3x2 + 7x – 2, x2  - 
1

2
 x + 3     ,y3 – √2 y2 + 3y -7  में प्रत्येक में अक्षर सूंख्या 

)चर (की घात प िा सूंख्या है। इस प्रकार के व्यूंिक बहुपद होते हैं। बहुपदों पर सूंडक्रयाएुँ िोड़ना , 

घटाना और गुिा करना आपने कक्षा 9 में सीखा है। बहुपदों के िोड़ने, घटाने और गिुा करने के उन 
तरीकों को एक बार डफर देखते हैं। 

1. x+3 ि x+4  को िोडड़ए। 
हलिः -  (x+3) ि (x+3) का िोड़ अर्ाात  (x+3) ि (x+4) 

     = x+3+ x+4 

     = (x+x)+(3+4) 

     = 2x+7 

 2. बहुपद     (2x2 + 3x + 5)   में  (x2 + x - 2)    को घटाइए। 

हलिः-  (2x2 + 3x + 5)     में    (x2 + x – 2)     को घटाना अर्ाात (2x2 + 3x + 5)    – (x2 + x - 2) 

                  = (2x2 + 3x + 5)    – (x2 + x - 2)  

       = 2x2 + 3x + 5 – x2 + x - 2) 

= )2x2  - x2) + (3x - x) + (5 + 2) 

       = x2 + 2x + 7 

 

3.  (x+5) में (x-7) का गुिा कीणिए। 
हलिः- (x+5) में (x-7) से गुिा अर्ाात (x+5)(x-7) 

 = x(x - 7) + 5(x  - 7) 
= x2 - 2x - 35 
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करके देखें    

1. बहुपदों  2x - 7  ि  5x + 9  को िोडड़ए। 

2. बहुपद 3x2 + 2x - 3 में से x2 + 3x - 4  को घटाइए। 

3. बहुपदों x2 + 2x - 3 ि  x2 + x - 2 को गुिा कीणिए। 

लया बहुपदों का भाग भी कर सकते हैं?  

 ध्यान दें डक िोड़ने ि घटाने में एक घात िाले पद सार् रखे िाते हैं। गुिा में पदों की घातें 
िुड़ िाती है। अतिः बहुपदों में िोड़ना, घटाना ि गुिा सब हमने डकया है और देखा है डक यह कैसे 
होता है। लया णिस तरह बहुपदों का िोड़ना, घटाना और गुिा होता है, हम बहुपदों का भाग भी कर 
सकते हैं? 

भाग करते समय पदों ि उनकी घात का डहसाब कैसे रखेंगे? यह सब सोचने से पहले यह देखें डक 
आणखर बहुपदों के भाग की आिश्यकता कब होती है?  

 नीचे की पररणस्र्ततयों को देखें। 
1. एक कार 4 घूंटे में X डकमी  .द री तय करती है। कार की चाल ज्ञात कीणिए।  

हलिः- कार द्वारा तय की गई कुल द री      =X डकमी. 
 तर्ा इस द री को तय करने में लगा समय  =4 घूंटे 

 

      चाल     =   
द री
समय        

  

      चाल   =𝑥

4
      डकमी /.घूंटे  

यह भाग सरल है लयोंडक एक पद िाले बहुपद का एक पद िाले णस्र्राूंक बहुपद से भाग है। 
2. यडद डकसी आयत का के्षत्रफल 40x2 िगामीटर है तर्ा उसकी एक भुिा की लूंबाई  10x 
मीटर है तब आयत की चौड़ाई लया होगी? 

हलिः-  आयत का के्षत्रफल   =40 x2 िगामीटर  
  आयत की लूंबाई  =10x मीटर 
   आयत का के्षत्रफल   =लूंबाई  X चौड़ाई 

40 x2 = 10x  X  चौड़ाई 

 

   चौड़ाई   = 

      
=  

     = 4x मीटर 
यहाुँ भािक ि भाज्य दोनों एक पदीय हैं और इससे भागफल भी एक पदीय ही है। 
अब हम एक डद्वपदीय बहुपद को एकपदीय बहुपद से भाग करते हैं। 
 
 
 
 
 
 



4 10

10

x x

x

  

240

10

x

x
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3.  बहुपद   18x 2 + 9x को 3x से भाग दीणिए। 

हलिः- 18x 2 + 9x को 3x से भाग करने के तलए हम इसे तनम्नतलणखत रूप में तलख सकते हैं- 

  

 = 6x + 3   

करके देखें 
1.   2x3 + 12x + 6 को 2x से  भाग दीणिए। 

2.   एक बस 5 घूंटे में y डकमी  .द री तय करती है। बस की चाल ज्ञात कीणिए।  

3.   एक आयताकार बगीचे का के्षत्रफल 65x2 िगामीटर है तर्ा उस बगीचे की चौड़ाई 5x मीटर 
है। तब बगीचे की लूंबाई ज्ञात कीणिए।  

4.    4x2 + 4 िगा इकाई के्षत्रफल िाले समकोि वत्रभुि की आधार भुिा की लूंबाई 2x इकाई 
है। तब वत्रभुि के शीषालूंब की लूंबाई ज्ञात कीणिए।  

ऊपर के उदाहरि में भाग की िो प्रडक्रया हमने की है इसका उपयोग हम व्यािहाररक सूंदभों 
के प्रश्नों को हल करने में भी करते हैं। इसके कुछ उदाहरि देखते हैं - 

उदाहरििः-1. 8x इकाई लूंबाई का एक रेखाखण्ड AB है णिसे दो बराबर भागों में बाुँटना है  
  तब आप यह कैसे बताएुँगे डक इसके प्रत्येक भाग की लूंबाई डकतनी है? 

हलिः -  माना डदए गए रेखाखण्ड AB पर C कोई वबरद ुहै िो AB को दो बराबर भागों में बाुँटता है। 

 इसे हम तनम्नतलणखत रूप में तलख सकते हैं- 
 AB = AC + BC 

 अब च ुँडक C रेखाखण्ड AB को दो बराबर भागों में बाुँटता है। 

 अतः AC = BC 

   AB = AC + AC 

 

8x = 2AC       

या     AC = 
8𝑥

2
 

         AC = 2 𝑥
4𝑥

2
 

 AC = 4x      

 अर्ाात रेखाखण्ड के दोनों बराबर भागों की लूंबाई  इकाई है। 
 

अतधक पद िाले बहुपदों में भाग 

 कई पद िाले बहुपद को एकपदीय बहुपद से भाग करने में हम हर पद को अलग -अलग कर 
सकते हैं। 

218 9
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 बहुपद 18x2 + 9x को गुिनखण्डन करते हुए 3x से भाग दीणिए। 

 18x2 + 9x को 3x से भाग करने के तलए हम इसे तनम्नतलणखत रूप में तलख सकते हैं- 

   

   

   

   

  = 6x + 3  

एक और देखें ; 
  बहुपद 4x4 + 12x3 + 8x2   का गुिनखण्डन  करके  4x2 से भाग दीणिए। 
 4x4 + 12x3 + 8x2   को 4x2 से भाग करने के तलए हम इसे तनम्नतलणखत रूप में तलख सकते 

हैं-    = 
4𝑥4+12𝑥3+8𝑥2

4𝑥2
 

  = 
4𝑥2 𝑥 𝑥2+3𝑥.  4𝑥2+2 .  4𝑥2

4𝑥2
 

 = 
4𝑥2(𝑥2+3𝑥+2)

4𝑥2
 

 
 = x2  + 3x + 2 

गुिनखण्डन करके बहुपदों का भाग करना 
 अब हम गुिनखण्डन करते हुए बहुपदों का भाग करना सीखेंगे।   

 यडद बहुपद 2x2 + 5x - 3 को बहुपद ( x - 2 ) से भाग करना हो तब लया हम ऊपर के 

 उदाहरिों के तरीकों को अपना सकते हैं? 

 2x2 + 5x - 3 को ( x - 2 ) से भाग देने का अर्ा है डक इसे हम तनम्नतलणखत रूप में तलख 
सकते हैं - 
2𝑥2 + 5𝑥 − 3 

𝑥−2
  

 लेडकन यहाुँ अूंश एिूं हर के बहुपदों में कोई समान गुिनखण्ड हम नहीूं पहचान पा रहे हैं 
और हम इसका भागफल नहीूं पता कर पा रहे हैं। ऐसी पररणस्र्ततयों में हम भाग की दीघा भािन 
वितध का उपयोग कर सकते हैं।  
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अूंकगणित में आप िानते हैं डक 25 को 4 से भाग करने का अर्ा है- 

   अर्ाात  
   

       

 

यहाुँ 25 = 4 X 6+ 1 

अर्ाात भाज्य   =भािक X भागफल + शेषफल 

इसी तरह भािक से भाज्य को भाग करने हमें भागफल ि शेषफल तमलेगा। अगर भाग प रा -प रा हो 
िाए तो शेषफल श रय भी हो सकता है। 

उदाहरििः-2. बहुपद 2x2 + 5x - 3 को बहुपद  x - 2  से  भाग कीणिए। 

हलिः-  यहाुँ बहुपद2x2 + 5x - 3  भाज्य और ( x - 2 ) भािक है। 
  

 

    

 

 

 

 

यहाुँ हमें भागफल 2x + 9 और शेषफल 15 तमला। 

यानी यहाुँ बहुपद को भाग देने के तलए तनम्नतलणखत चरिों में काम करते हैं- 

चरि :- 1.  भाज्य एिूं भािक को उनकी घातों के अिरोही क्रम में तलखेंगे। 

चरि :- 2.  भाज्य के पहले पद को भािक के पहले पद से भाग दूंेेगे। 

 यहाुँ   

 यह भागफल का पहला पद होगा। 

चरि :- 3.  इस भागफल से भािक का गुिा करेंगे और गुिनफल को भाज्य में घटाएुँगे - 
 ( x - 2 ) 2x = 2x2 – 4x 

 2x2 + 5x – 3 

   

चरि :- 4. घटाने पर प्राप्त पररिाम के प्रर्म पद को भािक के प्रर्म पद से भाग करेंगे। 

अर्ाात              यह भागफल का द सरा पद होगा। 

चरि :- 5. पुनिः इस भागफल से भािक का गुिा करेंगे।  

25

4

22
2

x
x

x


9
9

x

x




6 
 

अर्ाात   9 X ( x – 2 ) = 9x - 18 

अब 9x - 3 में से 9x - 18 को घटाएुँग े

     9x - 3     या            9x – 3 

       – (9x – 18)    
 

यह प्रडक्रया तब तक दोहराते हैं िब तक डक शेषफल श रय न हो िाए या शेषफल के चर की घात 
भािक के चर की घात से कम न हो िाए। इस उदाहरि में शेषफल 15 है णिसमें चर की घात, 

भािक ( x – 2 )  के चर की घात से कम है।  

 इस भाग का सूंणक्षप्त प्रततरूपि है। 

  

 अर्ाात भाज्य   =भािक ग भागफल $ शेषफल 

उदाहरििः-3.  बहुपद  5x – 11 – 12x2 + 2x3    को बहुपद x – 5 से भाग दीणिए। 

हलिः  -यहाुँ भाज्य  5x – 11 – 12x2 + 2x3     ि भािक x – 5  है। 

भािक में x की घात अिरोही क्रम में है तर्ा भाज्य को हमें x की घातों के अिरोही क्रम में तलखना 
होगा।  

        घातों के अिरोही क्रम में तलखने पर भाज्य 2x3 – 12x2 +5x - 11  होगा। 

अब     

पहले 2x3 के तलए भागफल में 2x2 लेंग े

      अब  -2x 2 के तलए -2x लेंग े

      

      और -5x के तलए -5 लेंग े

      अब भाग नहीूं कर सकते। यह शेषफल है। 
 

 

यहाुँ भागफल  

शेषफल   
 

उदाहरििः-4.  बहुपद               को बहुपद           से भाग दीणिए। 

हलिः -  यहाुँ               भाज्य और  भािक है। 

अब  

    22 5 3 2 2 9 15x x x x     

22 2 5x x  

36 

3 22 3 3x x x  
22 4 3x x 

3 22 3 3x x x   22 4 3x x 
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यहाुँ भागफल  तर्ा  शेषफल  

उदाहरििः-5. 2x3 + 4x - 3   बहुपद  x - 2  को बहुपद      से भाग कीणिए।  

हलिः -  यहाुँ भाज्य       है णिसे हम              तलख सकते हैं ि भािक 

    है। 
 

 

 अब  
  

 

 

 

भागफल =  2x2  + 4x + 12  

शेषफल = 21 

उदाहरििः-6.  यडद भािक , भागफल , शेषफल 4 हो तब भाज्य ज्ञात कीणिए। 

हलिः -     

     

   

       

 

उदाहरििः-7.  तसद्ध कीणिए डक बहुपद    को   से भाग करने पर शेषफल   श रय 
है। 

हलिः -    

   

 

3 1x  2 1x 

3
2

2
x  

1

2
x 

32 4 3x x 
3 22 0. 4 3x x x  

2x 

2x 3 22 5 2x x x  
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करके देखें 

 बहुपद      को गुिनखण्ड के रूप में तलणखए तर्ा  से भाग दीणिए।  

उदाहरििः-8. बहुपद  को बहुपद  से भाग दीणिए। 

हलिः - यहाुँ भाज्य  तर्ा   भािक   

 

     

       

    

    

        

     

 

 
  
 
 

     प्रश्नािली  1  

1. बहुपद  को  से भाग देकर भागफल एिूं शेषफल ज्ञात कीणिए। 
2. बहुपद  को  से भाग देकर भागफल एिूंष्शेषफल ज्ञात कीणिए। 
3. बहुपद  को  से भाग देकर भागफल एिूं शेषफल ज्ञात          
 कीणिए। 
4. बहुपद  को  से भाग देकर भागफल एिूं शेषफल  
 ज्ञात कीणिए। 
5. बहुपद  को  से भाग देकर भागफल एिूं शेषफल ज्ञात कीणिए। 

6. बहुपद a को बहुपद  से भाग दीणिए। 

7. यडद भािक , भागफल , शेषफल  है तब भाज्य बताइए। 

8. यडद भािक , भागफल , शेषफल  है तब भाज्य बताइए। 

2 22x xy y  x y

3 2 2 33 3a a b ab b   a b

3 2 2 33 3a a b ab b    a b 

2 1x x  1x 

26 5 1x x  2 1x 

3 22 4 3 1y y y   1y 

5 2 35 3 5 3x x x x    24 2x x 

2 22x xy y  x y

a b

23 2 2x x   1x  3

4 7x  1x  0
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9. तसद्ध कीणिए डक बहुपद को  से भाग करने पर शेषफल श रय है। 

10. िाुँच कीणिए डक बहुपद  को  से भाग करने पर शेषफल श रय है  
 अर्िा नहीूं ? 

11. यडद डकसी आयत का के्षत्रफल  िगामीटर तर्ा उसकी चौड़ाई  मीटर  
 है तब लूंबाई लया होगी ? 

12.  इकाई लूंबाई का एक रेखाखण्ड AB है णिसे दो बराबर भागों में बाुँटना है तब  
 प्रत्येक भाग की लूंबाई लया होगी ? 

 

      शषेफल प्रमेय  (Remainder Theorem) 

        अब भाग के वितभरन उदाहरिों का एक बार डफर अिलोकन करें। लया आपको 
इनमें कोई खास बात डदखाई पड़ती है?  

          हम कह सकते हैं डक ”यडद डकसी बहुपद   f (x) को            से भाग 
डदया िाए तो शेषफल      होता है। ” यही शेषफल प्रमेय है।    का अर्ा है    
का मान िब x = a हो। 
 

उपपवत्तिः     भाज्य = भािक X भागफल + शेषफल  

    अब  

 X = a के तलए f (x) का मान तनम्नतलणखत होगा- 

    

   

    

         या    

 च ुँडक हमने r को शेषफल कहा है इसतलए यहाुँ शेषफल f (a)  हुआ। 

 हमने f (x)  को (x - a) से भाग डकया और पाया डक शेषफल  f (a) है। 

इसतलए हम कह सकते हैं डक यडद डकसी बहुपद f (x) को (x - a) से भाग डदया िाए तो शेषफल f (a) 
होता है। 

करके देख े   

यडद f (x) का भािक x + a हो तब शेषफल ज्ञात कीणिए। 

 

 अब हम शेषफल प्रमेय का उपयोग करते हुए भाज्य और भािक के माल म होने पर वबना 
भाग डकए ही शेषफल ज्ञात कर सकते हैं। 

उदाहरििः-9. भाज्य     को तनम्नतलणखत से भाग देने पर शेषफल     

3 24 3 2 9x x x   1x 

2 5 3x x  3x 

245 30x x 15x

28x

     .f a a a q a r  

   0.f a q a r 

  0f a r 

 f a  f x

     f x x a q x r  

 f a r

  4 33 30 1p x x x x   

 x a  f a
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  ज्ञात कीणिए-  

( a )  x + 1   ( b )  2x - 1         

हलिः - ( a ) भाज्य   

  तर्ा भािक    है 

  तब शेषफल  =? 

    शेषफल प्रमेय से हमने िाना डक शेषफल r = ( p - a) होता है िब भाग x - a से करें।  

 यहाुँ भािक x + 1 है इसतलए r = p ( -1 )  होगा। 

 P ( x ) में x = -1 रखने पर 

 शेषफल = p ( -1 )  

   

    

 शेषफल = -27 

 

 ( b ) भाज्य          

  तर्ा भािक   

  तब शेषफल   

       

     
4 3

3 1 1 30 1 1      

3 1 30 1   

  4 33 30 1p x x x x   

  2 1g x x 

 p a

  4 33 30 1p x x x x   

  1g x x 
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उदाहरििः-10. यडद      को        से भाग करना हो तो शेषफल 
प्रमेय की सहायता से शेषफल ज्ञात कीणिए। 
हलिः- यहाुँ भाज्य   

 तर्ा भािक  

 तब शेषफल प्रमेय से, 

 शेषफल       

     
                                       

उदाहरििः-11. िब डकसी बहुपद f(x)  को  x2 - 4 से भाग डदया िाता है तब शेषफल 5x + 6 होता 
है। यडद इसी बहुपद को  x - 2 से भाग डदया िाए तब शेषफल लया होगा? 

हलिः- यहाुँ भाज्य  f(x) है और भािक  x2 - 4   ि  x - 2  है। िब f(x) को x2 - 4  से भाग डदया 
िाता है तब शेषफल  प्राप्त होता है। इसे हम तनम्न रूप में तलख सकते हैं-   

    भाज्य = भािक X भागफल + शेषफल 

     

अब हमूंेे माल म है डक भाज्य और भािक पता हो तब हम शेषफल प्रमेय की सहायता से शेषफल 
ज्ञात कर सकते हैं। च ुँडक  f(x)  का एक और भािक   है।  

 अतिः शेषफल प्रमेय से, 

 शेषफल  

   

   

   

शेषफल = 16 

  अतिः िब  f(x) को  x - 2 से भाग डदया िाएगा तो शेषफल 16 प्राप्त होगा। 

सोचें और चचाा करें  

1.  उपरोक्त उदाहरि में द सरे भािक  x - 2 के स्र्ान पर  x + 2 होने पर भी लया शेषफल ज्ञात डकया 
िा सकता है? यडद हाुँ तो शेषफल ज्ञात कीणिए। 

2.   उपरोक्त उदाहरि के दोनों भािकों में लया कोई खास सूंबूंध डदखाई पड़ता है? सातर्यों की मदद से 
उस सूंबूंध को पता करें। यडद दोनों भािकों में कोई सूंबूंध न हो तब भी लया शेषफल ज्ञात डकया िा 
सकता है? एक उदाहरि लेकर पररिाम िानने की कोतशश करें। 
 

 

  2g x x 

 2r p

   
2

2 2 3 2 6  

5 6x 

2( ) ( 4) ( ) (5 6)f x x q x x    

2x 

 2f

     22 4 2 5 2 6q     

   4 4 2 10 6q    

 0 2 16q  

  22 3 6p x x x  

  22 3 6p x x x    22 3 6p x x x  

8r 
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गुिनखण्ड प्रमेय (The Factor Theorem) 

 िब डकसी भाज्य बहुपद को द सरे बहुपद से भाग कर रहे हों और शेषफल श रय हो िाता हो 
तब इसके लया मायने होते हैं? शेषफल के श रय हो िाने से लया भाज्य और भािक में कोई नया 
सूंबूंध डदखाई पड़ता है? 

 शेषफल के श रय हो िाने पर भाज्य और भािक के सूंबूंध को हम पहले अूंकगणित के एक 
उदाहरि से समिने का प्रयास करते हैं, डफर बहुपदों में इस सूंबूंध को पता करेंगे। 

  25 को भाज्य और 5 को भािक के रूप में लेकर देखते हैं डक भागफल और शेषफल लया 
होंगे ? 

 

 

 

 

 

 

इस सूंबूंध को देखकर यह कह सकते हैं डक भािक 5, भाज्य 25 का एक गुिनखण्ड है। 
 

करके देखें 
15 को 3 से भाग करके उपरोक्त रूप में तलखकर देणखए डक लया इसमें भी इसी प्रकार का सूंबूंध 
तमलता है? 

लया बहुपदों के भाग में भी इसी प्रकार के सूंबूंध डदखाई पड़ते है आइए इन सूंबूंधों को तनम्नतलणखत 
उदाहरि में देखते हैं। 

उदाहरििः-12. यडद बहुपद  को बहुपद  से भाग डदया िाए तो भागफल और शेषफल 
लया होंगे? 

हलिः -  

  

   

    

  

   

 

स्पष्टतिः भागफल  और शेषफल 0 है।  

 अब इसे तनम्नतलणखत रूप में तलख लेते हैं- 

    भाज्य = भािक X भागफल + शेषफल 

2 16x  4x 

4x 
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 उपरोक्त उदाहरि में हम देख सकते हैं डक  (x - 4) ि  (x + 4) का गिुनफल  आ रहा 
है। इसका अर्ा है डक यहाुँ भािक (x + 4),   x2  - 16  का एक गुिनखण्ड है। लेडकन ऐसा हम तभी 
कह सकते हैं िब शेषफल श रय हो। 

 पता करें डक लया   (x + 4) को  x2  - 16 का एक गुिनखण्ड कह सकते हैं? 

 अब हम यह कह सकते हैं डक िब डकसी भािक से डकसी भाज्य को भाग देने पर शेषफल 
श रय प्राप्त हो तब िह भािक, उस भाज्य का एक गुिनखण्ड होता है। इस कर्न को गुिनखण्ड 
प्रमेय का सरल रूप कह सकते हैं। देखा िाए तो गुिनखण्ड प्रमेय, शेषफल प्रमेय का ही विस्ताररत 
रूप है। 

गुिनखण्ड प्रमेय की उपपवत्त: 
 यही कर्न प्रमेय के रूप में तनम्नतलणखत ढूंग से तलखा िाता है। अब इसे हम प्रमेय के रूप 
में तलखकर तसद्ध करेंगे।  

प्रमेय: यडद  x = a , बहुपद  f(x)  का एक ऐसा श रयक है णिसके तलए शेषफल  f(a) = 0 तब (x - a), 

f(x),  का एक गुिनखण्ड होता है। अर्िा 

 यडद बहुपद   f(x)  को  (x - a) से भाग देने पर शेषफल  f(a) = 0 हो, तब (x - a) f(x)  का एक 
गुिनखण्ड होता है। 

उपपवत्त :भाज्य, भािक, भागफल एिूं शेषफल के सूंबूंध को तनम्नतलणखत रूप में तलखा िाता है- 

 अर्ाात     

 शेषफल प्रमेय से हमें माल म है डक यडद  f(x) को (x - a) से भाग डदया िाए तो  
 शेषफल   f(a)  होता है। 

  

 इस प्रमेय का विलोम भी सत्य है यानी यडद कोई भािक, डकसी भाज्य का एक गिुनखण्ड 
है, तब शेषफल श रय होता है। 

विलोम :यडद  (x - a) बहुपद  f(x)  का एक गुिनखण्ड है तब शेषफल श रय होता है। 

उपपवत्त   :च ुँडक  (x - a)    बहुपद  f(x) का एक गुिनखण्ड है  

 अर्ाात ,   का एक श रयक है। 

   में 

  2 16 4 4 0x x x    

2 16x 

       .f x g x q x r x 

x a  f x

     .f x x a q x 
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 रखने पर 

  

   

 स्पष्टतिः , बहुपद  का गुिनखण्ड हो तब शेषफल  श रय होता है। 

 

 कोई भािक, भाज्य बहुपद का गुिनखण्ड है अर्िा नहीूं यह हम भाग डकए वबना ही 
गुिनखण्ड प्रमेय की मदद से बता सकते हैं। आगे डदए गए उदाहरिों में आप गिुनखण्ड प्रमेय की 
उपयोतगता को समि सकें गे। 

उदाहरििः-13. लया      , बहुपद      का एक गुिनखण्ड है? 

हलिः - यडद , बहुपद  का एक गिुनखण्ड है तब  रखने पर 
शेषफल श रय होना चाडहए। 

  

उदाहरििः-14 लया    बहुपद      का एक गिुनखण्ड है? 

हलिः - बहुपद  में  रखने पर  हो िाए तब हम 

  को   का गुिनखण्ड कह सकते हैं। 

 रखने पर 

   

         

x a

     .f a a a q a 

  0f a 

 x a  f x  f a

 2x    3 23 4 4p x x x x    2x 

  3 2 5 5p x x ax x a    x a   0p a 

 x a  p x

x a

  3 2. 5 5p a a a a a a   

3 3 0a a  

 x a   3 2 5 5p x x ax x a   

  3 23 4 4p x x x x    2x 
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 स्पष्टतिः  अतिः  बहुपद  का एक गुिनखण्ड है। 

उदाहरििः-15. यडद ,  का एक गिुनखण्ड है तब K का मान ज्ञात  
 कीणिए। 

हलिः - च ुँडक ,  का एक गुिनखण्ड है। तब गुिनखण्ड प्रमेय के विलोम से कह 

सकते हैं डक   पर शेषफल  श रय होगा। 

 अतिः      

 

   

          

 

      

                  प्रश्नािली 2 

1.  यदि   को दनम्नदिखखत से भाग करंेे तो शेषफि प्रमेय की मिि 
से शेषफि ज्ञात कीदिए 

(i)  x + 1                 (ii) 2x – 1               (iii) x + 2     (iv) x – 4  (v) 𝑥 +
1

3
 

2. दनम्नदिखखत में िााँदिए दक क्या  p(x) , g(x) का एक गुणनखण्ड है? 

 

 

  0p a 

 1x    2p x x x k  

 1x 2x x k 

1x   1p

 1 0p 

21 1 0k  

1 1 0k  

2 0k 

2k  

  3 23 5 8p x x x x   

 x a  0p a   p x
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बहुपदों का गुिनखण्डन (Factoring Polynomials) 

  अभी तक हमने देखा डक डकसी बहुपद को डकसी अरय बहुपद से भाग डदया िाता है 
तब शेषफल श रय होने पर हम यह कह पाते हैं डक िह भािक बहुपद, भाज्य बहुपद का गुिनखण्ड 
है। इससे हम बहुपद के गुिनखण्ड नहीूं ढ ुँढ सकते तो हम उन बहुपदों तक कैसे पहुुँचे िो डकसी 
बहुपद के गुिनखण्ड हैं? हम बहुपदों के प्रकार के आधार पर उनके गुिनखण्ड  प्राप्त करते हैं। हम 
यहाुँ एकघातीय ि डद्वघातीय बहुपदों के गुिनखण्डन की चचाा करेंगे। 

 डकसी सूंख्या का गिुनखण्डन करने का अर्ा उसे ऐसे अभाज्य गुिनखण्डों में तोड़ना होता है, 

णिनका गुिा करने पर पुनिः िही सूंख्या प्राप्त हो। 

 6 के गुिनखण्ड X32  के बारे में विचार करते हैं। 

6 को यहाुँ 2 ि 3 के अभाज्य गुिनखण्ड के रूप में तलखा गया है णिनका गुिनफल 6 है। 

 इसी प्रकार 12 को भी तलख सकते हैं - 
 12 = 2 x 2 x 3  

 इसी प्रकार िब हम डकसी बहुपद के गुिनखण्डन की बात करते हैं तो उसका आशय होता है 
डक बहुपद को ऐसे सरल बहुपदों के रूप में तोड़कर तलखना णिरहें गुिा करने पर डफर िही बहुपद 
तमल िाए। 
 बहुपदों के गुिनखण्डन करने के कुछ तरीके हैं िैसे हम कभी उभयतनष्ठ बहुपद पहचान कर 
गुिनखण्डन करते हैं तो कभी तनम्नतलणखत सिासतमकाओूं के उपयोग से - 

  

  

  

 
2 2 22a b a ab b   

 
2 2 22a b a ab b   

  2 2a b a b a b   
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 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,आडद, । 

उभयतनष्ठ तनकालकर गुिनखण्ड प्राप्त करना 
 उभयतनष्ठ बहुपद तनकालकर गुिनखण्ड ज्ञात करना तभी सूंभि हो पाता है िबडक बहुपद के 
सभी पदों में िह बहुपद मौि द हो। आगे के कुछ उदाहरिों में इसे समिा िा सकता है।  

उदाहरििः-16.  का गुिनखण्डन कीणिए। 
हलिः-    )यहाुँ बहुपद 4x दोनों पदों में है( 

      

उदाहरििः-17.  का गुिनखण्डन कीणिए। 

हलिः-     )a  तीनों पदों में है( 

                     

उदाहरििः-18.  का गुिनखण्डन कीणिए। 
हलिः-    

           

सिासतमकाओूं के उपयोग से गुिनखण्डन करना 

 लया आप ,  ,   के गुिनखण्डन में उभयतनष्ठ बहुपद पहचान 
कर गुिनखण्ड पता कर सकते हैं? 

  आइए कुछ बहुपद ,  , तर्ा  को देखें। इनमें से प्रत्येक 
बहुपद के पदों को देखने से हमें पता चल रहा है डक इनके सभी पदों में कोई भी पद एक िसेै नहीूं 
है। इस प्रकार के बहुपदों का उभयतनष्ठ बहुपद तनकालकर गुिनखण्डन नहीूं हो सकता। तो लया करें? 

आइए देखें  

 का गुिनखण्ड तनम्नतलणखत होगा- 

         सिासतमका  

         

लया  को डकसी सिासतमका के रूप में तलख सकते हैं? 

हाुँ  को  सिासतमका के रूप में तलख सकते हैं। 
 

      

 

     

 

212 4x x

212 4 4 3 4x x x x x      

 4 3x x 

2ab ac a 

2 ( )ab ac a a b c a    

 a a b c  

32 4x x

3 22 4 2 2 2x x x x x      

 22 2x x 

2 4x  2 6 9x x  2 5 6x x 

2 4x  2 6 9x x  2 5 6x x 

2 4x 

2 2 24 2x x  
2 2 ( )( )a b a b a b   

 2 ( 2)x x  

2 6 9x x 

2 6 9x x   
2 2 22a b a ab b   

2 2 26 9 2 3 3x x x x     

 
2

3x 

  3 3x x  
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करके देख े

1.    का गुिनखण्डन कीणिए। 

 2.    का गुिनखण्डन कीणिए। 
 

ax2 + bx + c   के रूप में बहुपद के मध्यपद को तोड़कर गुिनखण्ड ज्ञात करना  

 पुनिः हम  के गुिनखण्डन पर विचार करते हैं। लया डकसी सिासतमका के रूप में 
इसे तलखकर इसका गुिनखण्डन कर सकते हैं? 

 आप देखेंगे डक इस बहुपद को हम डकसी भी ज्ञात सिासतमका के रूप में नहीूं दशाा पा रहे हैं। 

 इस प्रकार के बहुपदों के गुिनखण्डन करने के तलए हमें उनके मध्यपद को दो ऐसे भागों में 
तोड़ने की िरूरत होती है णिनका योग तो मध्य पद के बराबर हो लेडकन उनका गुिनफल बहुपद के 
प्रर्म ि अूंततम पद के गुिनफल के बराबर हो।  

अब हम  का गुिनखण्डन करके देखते हैं। 

         

इस तरीके को सीखने के तलए हम तनम्नतलणखत व्यूंिक का उपयोग करते हैं : 

   

           

  ि  के गुिनफल के रूप में प्राप्त व्यूंिक को  के रूप में 
तलख सकते हैं। तब हम देखते हैं डक यहाुँ ,   ि  है। 

  के रूप के डकसी बहुपद का गुिनखण्ड प्राप्त करने के के तलए प्रर्म पद   

के गुिाूंक  ि अूंततम पद  का गुिा करते हैं तर्ा प्राप्त गुिनफल के दो ऐसे गिुनखण्ड प्राप्त 
करते हैं णिनका योग मध्यपद  के गुिाूंक  के बराबर हो। 

 आइए इसे तनम्नतलणखत उदाहरि से समिते हैं - 
 

उदाहरििः-19. बहुपद  का गुिनखण्डन कीणिए। 

हलिः- बहुपद  की तुलना  से करने पर 

2 16x 

24 20 25x x 

2 5 6x x 

2 5 6x x 

    2x x x x         

 21.x x     

 x   x  2ax bx c 

1a  b    c 

2ax bx c  2x

a c

x b

2 3 2x x 

2 3 2x x  2ax bx c 
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 a = 1,    b = 3,   c = 2 

 अब ि ाँदक    

  2  के सूंभावित गुिनखण्ड तनम्नतलणखत हैिः 

      

 अब इन गुिनखण्डों का योग देखते हैं  लेडकन  यानी 1 X 2  ही 
2 का ऐसा गुिनखण्ड है णिसका योग 3 है िो डक b के बराबर है। 

 अतिः  
      

           

     

 

 

 

उदाहरििः-20. बहुपद  का गुिनखण्डन कीणिए। 

हलिः- बहुपद  की तुलना  से करने पर 
 A = 6,    b = -5 ,     c = -6  

 अब ि ाँदक     

 -36 के सूंभावित गुिनखण्ड तनम्नतलणखत हैं: 

  

 

 स्पष्टतिः  के उपरोक्त गिुनखण्डों में  में 4 ि -9  का योग -5  है िो 
मध्यपद b के बराबर है। 

 अतिः   
       

                    

1 2 2a c   

1 2 3     1 2 3    

26 5 6x x 

26 5 6x x  2ax bx c 

 6 6 36a c     

36ac   4 ( 9) 
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उदाहरििः-21. बहुपद  का गुिनखण्डन कीणिए। 

हलिः- बहुपद  की तुलना  से करने पर 
 A = 14,     b = 19 ,    c = -3  

 अब ि ाँदक           

    -42 के सूंभावित गुिनखण्ड तनम्नतलणखत हैं: 
      

      

      

             

  

 

  

  स्पष्टतिः  के उपरोक्त गिुनखण्डों में  में -2  ि 21   का योग  -
2  +21  =19  है िो मध्यपद b के बराबर है। 

  

उदाहरििः-22. बहुपद  का गुिनखण्डन कीणिए। 

हलिः- बहुपद  की तुलना  से करने पर 

  

 अतिः                                      

  -24 के सूंभावित गुिनखण्ड तनम्नतलणखत हैं: 

 

214 19 3x x 

214 19 3x x  2ax bx c 

 14 3 42a c     

42a c   2 21 

24 3 5 2 3x x 

24 3 5 2 3x x  2ax bx c 

 4 3 2 3 8 3 24a c        
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  स्पष्टतिः  के उपरोक्त गिुनखण्डों में -3 x 8  में -3  ि 8 का योग -3  +8  =5  है 
िो मध्यपद b के बराबर है। 

  

सोचें और चचाा करें 

लया यह सूंभि है डक डकसी डद्वघातीय बहुपद के दो से अतधक गुिनखण्ड हों? इस अध्याय के 
उदाहरिों का अिलोकन करें एिूं सातर्यों के सार् तमलकर डद्वघाती बहुपद बनाकर उसके गुिनखण्ड 
कर िाुँतचए डक लया इनके दो से अतधक गुिनखण्ड प्राप्त हो रहे हैं? 

 

      

 
 
 

डद्वघातीय बहुपद के मान ि श रयक ¼Values and Zeroes of Quadratic 

Polynomials½ 

 माना कोई बहुपद  है। इसमें x = 1 रखते हैं।  

 तब    
    =1 – 6  +9  

    = 4    

 रखने पर   का मान 4 प्राप्त होता है। यह   के दिए बहुपि का मान  है। ऐसे 

24a c  

  2 6 9p x x x  

     
2

1 1 6 1 9p   

1x   1p 1x 
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ही हम  ,  आदि के मान ज्ञात कर सकते हैं।  
 हम देखते हैं डक िब x = 3 रखते हैं  

 तब   

    =9 – 18  +9  

    =0              

 यहाुँ x=3 के तलए बहुपद का मान 0 है। अतिः 3 को हम इस बहुपद का श रयक कहेंगे। 

तनम्नतलणखत उदाहरि में बहुपद का श रयक ज्ञात करेंगे। 

उदाहरििः-23. बहुपद  का श रयक ज्ञात कीणिए। 

हलिः -   माना    

 यहाुँ हमें x का ऐसा मान ज्ञात करना है णिसके तलए बहुपद का मान श रय हो। 

 यडद x  = 1      यडद x  =- 1 

 तब     तब   

   =1 - 3 - 4       =1  +3 – 4  

   =-6        =0  

 x  =- 1 रखने पर बहुपद का मान श रय हो िाता है अर्ाात -1 इस बहुपद का श रयक है। 
लया और भी कुछ मान सूंभि है णिसके तलए बहुपद श रय हो? यह िानने के तलए हमें x के और भी 
मान रखने होंगे। लेडकन यडद बहुपद के गुिनखण्डों का उपयोग करें तो हम बहुपद के सभी श रयक 
सरलता से ज्ञात कर सकते हैं। 

 बहुपद  के गुिनखण्ड ज्ञात करेंगे। 

         

    

    

    

       इस बहुपद का श रयक  x का िह मान होगा णिसके तलए बहुपद श रय हो िाए 

 अर्ाात  

  

 यहााँ हम िेख सकते हैं दक  x के िो मानों  - 1 व 4 के दिए बहुपि का मान श न्य है। 

 1p  2p

   23 3 6 3 9p   

2 3 4x x 

  2 3 4p x x x  

     
2

1 1 3 1 4p         
2

1 1 3 1 4p      

2 3 4x x 

2 23 4 4 4x x x x x     

   2 4 1 4x x x   

   4 1 4x x x   

  4 1x x  

2 3 4 0x x  
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       अतिः -1 ि 4 इस बहुपद के श रयक हैं। 

 उपरोक्त उदाहरि में -1 ि 4 डदए गए बहुपद के श रयक हैं िबडक  ि  
बहुपद के गुिनखण्ड हैं। आपने देखा डक बहुपद के गुिनखण्डों को श रय के बराबर रखने पर बहुपद 
के श रयक प्राप्त हो गए। यानी गुिनखण्ड माल म हो तो श रयक प्राप्त कर सकते हैं।  लया श रयक 
माल म होने पर गुिनखण्ड िान सकें गे? 

 

करके देखें 

1.  के गुिनखण्ड ि श रयक ज्ञात कीणिए। 

2. डकसी बहुपद के श रयक 4 ि -1 है गिुनखण्ड लया होंगे? 

 

डकसी डद्वघातीय बहुपद के गुिाूंक ि उसके श रयक में सूंबूंध  

     बहुपद  के श रयक 3 ि 2 हैं, तब इसके गिुनखण्ड  ि  हैं। 

अर्ाात  

अब बहुपद  के गुिनखण्ड ि श रयक पर विचार करते हैं - 

             

अर्ाात  का गुिनखण्ड  है। स्पष्टतिः इस बहुपद के  ,  श रयक 
हैं। 

 लया  ि  के गुिनखण्ड में कोई खास बात )पैटना (डदखाई पड़ 
रही है?  में  का गुिाूंक 1 उसके एक गुिनखण्ड के रूप में तलखा है। इसी प्रकार  

 में  का गुिाूंक 4 उसके एक गुिनखण्ड के रूप में तलखा है। यानी हम बहुपद  
 को णिसके श रयक  ि  हैं तर्ा a, b, c िास्तविक सूंख्याएुँ िहाुँ  

तनम्नतलणखत रूप में तलख सकते हैं - 

 4x   1x

2 9x 

2 5 6x x   3x   2x

  2 5 6 1. 3 2x x x x    

24 4 1x x 

24 4 1x x 

1 1
4

2 2
x x

  
   

  

1

2

1

2

2 5 6x x  24 4 1x x 

2 5 6x x  2x

24 4 1x x  2x

2ax bx c    0a 

  2ax bx c k x x     
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           ;  k =a 

 िहाुँ k एक िास्तविक सूंख्या है और   

 पुनिः     )गुिा करने पर(  

 इस समीकरि के दोनों पक्षों के ,   के गुिाूंकों एिूं अचर पदों की तुलना करने पर 

  

  

बहुपद के श रयकों एिूं गुिाूंकों के सूंबूंध को कुछ उदाहरिों से समिते हैं 

उदाहरििः-24.  बहुपद  के श रयकों का योगफल एिूं गिुनफल ज्ञात कीणिए। 

हलिः- बहुपद  की तुलना  से करने पर 
 A = 6 ,     b = 13 ,      c = 7    

  श रयकों का योगफल     

   श रयकों का योगफल  

   श रयकों का गिुनफल   

   श रयकों का गुिनफल    

उदाहरििः-25.  बहुपद  के श रयकों का योगफल एिूं गिुनफल ज्ञात कीणिए। 

हलिः -  बहुपद  की तुलना  से करने पर 

0k 

 2 2ax bx c kx k x k       

2x x

26 13 7x x 

26 13 7x x  2ax bx c 

b

a




13

6




c

a


7

6


24 4 3 3x x 

24 4 3 3x x  2ax bx c 
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सोचें और चचाा करें  

1.    लया श रयक ज्ञात होने पर बहुपद ज्ञात कर सकते हैं? कोई दो मान लेकर बहुपद बनाइए। 
 

प्रश्नावली 4 

1. नीिे  रूप के कुछ दिघातीय बहुपिो ंके श न्यक दिए  

 गए हैं, तब बहुपिो ंके गुणनखण्ड दिखखए -  

 (i) (3,4)  (ii)   (-2, -3)      (iii)    

(iv) (15, 17)  (v)  (-18, 12) 

2. दनम्नदिखखत बहुपिो ंके श न्यको ंका योगफि एवं गुणनफि ज्ञात कीदिए - 

 (i)   (ii)        (iii)    

(iv)  (v)    

 

 

हमने तसखा  
1. बहुपदों की भाग की प्रडक्रया अूंकगणित के भाग की प्रडक्रया से र्ोड़ी अलग होती है।      इसमें 

चर की घात का ध्यान रखना होता है। 

2. बहुपदों का भाग करने के तलए भाज्य एिूं भािक को उनकी घातों के अिरोही क्रम में तलखते 

हैं। 

3. बहुपदों का भाग करने के तलए दीघा भािन वितध का भी उपयोग करते हैं। 

2 10 24x x  22 7 9x x  2 11 30x x 

25 3 4x x   2 12x x 

1 1
,

2 2

 
 
 
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4. दीघा भािन वितध में भाग की प्रडक्रया तब तक दोहराते हैं िब तक डक शेषफल श रय न  हो 

िाए या शेषफल के चर की घात भािक के चर की घात से कम न हो िाए। 

5. बहुपदों के भाग की प्रडक्रया में भागफल एिूं शेषफल भी बहुपद होते हैं। 

6. यडद डकसी बहुपद  f(x) को )a-x(  से भाग डदया िाए तो शेषफल )x(f होता है।  यह शेषफल 

प्रमेय है। 

7. गुिनखण्ड प्रमेयिः - यडद a=x , बहुपद  )x(f  का एक ऐसा श रयक है णिसके तलए 

 शेषफल  =0 a()f तब )a-x( , f(x) का एक गुिनखण्ड होता है। 

8. डद्वघातीय बहुपदों के दो श रयक होते हैं।  
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रीमा ने सलमा से प छा डकसी खूंभे का एक चौर्ाई भाग नीले रूंग में, एक ततहाई भाग लाल रूंग में तर्ा खूंभे का 
शेष 10 मीटर भाग काले रूंग से रूंगा हुआ है, खूंभे की कुल लूंबाई डकतनी होगी? 

 सलमा ने कहा डक वपछली कक्षा में हमने एक चर के रैणखक समीकरि में सीखा है डक इस तरह की 
पररणस्र्तत में एक चर (अज्ञात) का मान ज्ञात करने के तलए एक चर का समीकरि बनाया िाता है और डफर उसे 

हल करके चर (अज्ञात) का मान ज्ञात कर तलया िाता है। 

रीमा - अच्छा! तो, यहाुँ हम खूंभे की लूंबाई कैसे िानेंग?े 

सलमा - यडद खूंभे की कुल लूंबाई को x मीटर मान लें, 

 तब, खूंभे के नीले भाग की लूंबाई  =       मीटर 

 खूंभे के लाल भाग की लूंबाई  =   मीटर 

 खूंभे का काला भाग = 10 मीटर 

अतिः खूंभे की कुल लूंबाई = नीले भाग की लूंबाई $ लाल भाग की लूंबाई $ काले भाग की लूंबाई 

              

दो चरो ों का रैखिक समीकरण  
[Linear Equations In Two Variables] 

02 

4

x

3

x
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 अर्ाात ्खूंभे की कुल लूंबाई 24 मीटर है। 

लया आप बता सकते हैं डक खूंभे के नीले ि लाल भाग की लूंबाई डकतनी होगी? 

 सलमा और रीमा ने बातों-बातों में कुछ और प्रश्नों को हल डकया। 

उदाहरििः-1. सलमा - मेरे अूंक तुम्हारे अूंक से दो अतधक हैं और दोनों के अूंकों का योग 14 हैं तो  हम दोनों के 

डकतने-डकतने अूंक होंग?े 

हिः-  रीमा - माना मेरे अूंक = x 

  तुम्हारे अूंक x + 2 होंगे। 

  दोनों के अूंकों का योग 14 है 

 x + x + 2 = 14 

  2x + 2 = 14 

 2x = 14–2 

 2x = 12 

 

 x =  
 

 x = 6 

 यानी मेरे अूंक 6 और तुम्हारे अूंक  8 होंगे । 

 ऐसे ही उरहोंने कई सिाल डकए।  कुछ सिाल और उनके हल हम यहाुँ दे रहे हैं। 

उदाहरििः-2. नीचे डदए गए वत्रभुि के प्रत्येक अूंतिःकोि की माप लया होगी? 

हलिः-   वत्रभुि के तीनों अूंतिःकोिों का योग 180° होता है। 

  A+B+C= 180° 

  x° + (x + 40)° + (x + 20)° = 180° 

             3x° + 60° =  180° 
  3x° =  180°–60° 
  3x° =  120° 

 
  x°    =  

 
  x°    =  40° 

 डदए गए वत्रभुि के प्रत्येक अूंतिःकोि की माप तनम्नतलणखत है- 

  A =° 40°, 

  B = ° + 20° 40° + 20°   = 60° 

  C = °+ 40°  40° + 40°   = 80°  













12

2

120

3


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करके देखें 

  1. एक रै्ले में 50 पैसे के तसलके हैं। इन तसलकों की सूंख्या ज्ञात कीणिए यडद रै्ले में 30 रुपये हैं। 

  2. एक समकोि वत्रभुि के एक कोि का माप  है तो द सरे कोि का माप ज्ञात कीणिए। 

  3. वपता की आयु पुत्र की आयु की दगुुनी है तो दोनों की ितामान आयु लया होगी? 

समीकरि बनाना  

 सलमा और रीमा ने कुछ ऐसे सिालों पर भी चचाा की।   

मेरे बैग में 50 पैसे और 1 रुपये के तसलके हैं। बैग में कुल 100 तसलके हैं, तो 50 पैसे और 1 रूपये के डकतने-डकतने 

तसलके हैं? 

 यहाुँ पर दो अलग-अलग प्रकार के तसलके हैं और उनकी सूंख्या अलग-अलग है।हमें दोनों ही पता नहीूं है 

अतिः दोनों की सूंख्या को अज्ञात द्वारा दशााना होगा। अतिः हम 50 पैसे के तसलकों की सूंख्या को  x तर्ा 1 रुपये के 

तसलकों की सूंख्या को  y मानेंगे। 

हम िानते हैं डक बैग में कुल तसलकों की सूंख्या 100 है यानी  

  X + y = 100 

 लेडकन हम अभी यह नहीूं बता सकते हैं डक दोनों प्रकार के तसलकों की सूंख्या डकतनी- डकतनी होगी? 

 इसी प्रकार के कुछ और उदाहरि देखें णिनमें समीकरि तो बनता है लेडकन उसके हल का पता नहीूं चल 

पाता। 

उदाहरििः-3. कुछ डहरिों और कुछ सारस पक्षी के पैरों की कुल सूंख्या 180 है। 

हलिः-  माना डहरिों की सूंख्या  = x 

  सारस पणक्षयों की सूंख्या  = y 

  च ुँडक एक डहरि के 4 पैर होते हैं  

  अतिः डहरिों के पैरों की सूंख्या = 4x 

  च ुँडक एक सारस पक्षी के 2 पैर होते हैं 

  अतिः सारस पणक्षयों के पैरों की सूंख्या = 2y 

 कर्न के अनुसार 

  डहरिों के पैरों की सूंख्या $ सारस पणक्षयों के पैरों की सूंख्या = 180 

 अर्ाात ् 4x + 2y = 180 
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उदाहरििः-4. एक कॉपी और दो पेंतसलों की कीमत 45 रुपये हैं। 

हलिः-  माना 1 कॉपी की कीमत = x रुपये 

  1 पेंतसल की कीमत = y रुपये 

तब एक कॉपी की कीमत + दो पेंतसलों की कीमत = 45 

   X + 2y = 45 

  अब आप तनम्नतलणखत कर्नों के समीकरि बनाकर हल पता करने की कोतशश करें- 

1. डकरहीूं दो सूंख्याओूं का योग 8 है। 

2. शशाूंक और उसके वपता की आयु का अूंतर 30 िषा है। 

3. एक रै्ले में 1 रुपये ि 5 रुपये के 100 तसलके रखे हैं। 

4. एक दकुान में 3 पेन ि 4 कॉवपयों का म ल्य 105 रुपये हैं। 

5. डकसी स्र्ान पर कुछ मुतगायाुँ ि कुछ गायें हैं, णिनके पैरों की सूंख्या 60 है। 

युगपद् समीकरि 

 ऊपर के उदाहरिों में हमने पररणस्र्ततयों से समीकरि तो बना तलए लेडकन उनके हल नहीूं बता पाए। 

 अब हम तनम्नतलणखत पररणस्र्ततयों पर चचाा करते हैं- 

 एक वपता ने अपने दो पुत्रों सौरभ और सूंतोष में 8 रुपये बाुँटे। लया हम यह िान पाएुँगे डक सौरभ और 

सूंतोष को डकतने-डकतने रुपये तमले? 

 यडद सौरभ को x ि सूंतोष को xरुपये तमले हों तब इसका समीकरि तनम्नतलणखत होगा- 

 X + y = 8 ......................................(1) 

 इस समीकरि के आधार पर हम कह सकते हैं डक िब सौरभ को 1 रुपये तब सूंतोष को 7 रुपये, िब 

सौरभ को 2 रुपये तब सूंतोष को 6 रुपये और इसी प्रकार आगे सोचने पर हम देखते हैं डक िब सौरभ को 7 रुपये 

तो सूंतोष को 1 रुपये तमले होंगे। सौरभ ि सूंतोष को 8 रुपये को बाुँटने के सूंभि तरीकों को नीचे दी गई सारिी के 

रूप में तलख सकते हैं- 

रुपये 

सौरभ 1 2 3 4 5 6 7 

सूंतोष 7 6 5 4 3 2 1 
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आपने देखा डक हम यह बता नहीूं पाए डक िास्ति में सौरभ 

ि सूंतोष को डकतने रुपये तमले? लेडकन अब यडद हमें पता 
हो डक वपता ने सौरभ को सूंतोष के तीन गुने रुपये डदये हों 
तब इसे तनम्नतलणखत समीकरि के रूप में तलखेंगे- 

 X = 3y..........................(2) 

समीकरि (1) में X = 3y रखने पर हमें एक चर का 
तनम्नतलणखत समीकरि तमलता है-  

 3y + y = 8 

 4y = 8 

 

 y =  

  

          y   = 2 

 y dk eku lehdj.k ¼2½ esa j[kus ij& 

  x = 3 y     

 rc x = 3 × 2 

  x = 6 

 यानी सूंतोष को 2 रुपये  और सौरभ को सूंतोष का 3 गुना 6 रुपये तमले। 

 इसी प्रकार उदाहरि-3 में डहरिों एिूं सारस पणक्षयों के पैरों की सूंख्या 180 होने पर 

 हमारा समीकरि बना र्ा- 4x + 2y = 180 ..........................(1) 

 और अब डहरिों की आुँखों की सूंख्या + सारस के आुँखों की सूंख्या = 120 

 अतिः 4x + 2y = 180 ............................(2) (डहरि की 2 आुँखें और सारस की 2 आुँखें)   

 समीकरि (2) से 

 2y = 120 – 2x  

इस मान को समीकरि (1) में रखने पर 

  4x + 120 – 2x = 180 

  2x = 60 

  x =  

    

x = 30 

 x अर्ाात ्डहरिों की सूंख्या 30 है। x के इस मान को समीकरि (1) में रखने पर 

   4(30) + 2y = 180 

8

4

60

2
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  120 + 2y = 180 

  2y = 180–120 

  2y = 60 

  y =  

     

y = 30 

 y अर्ाात ्सारस पणक्षयों की सूंख्या भी 30 है। 

उपरोक्त उदाहरिों में हमने देखा डक पररणस्र्ततयों को लेकर दो चरों का िब एक ही समीकरि बना तब हम प्रश्न 

का ििाब देने में अनुमान लगाए लेडकन िैसे ही द सरी पररणस्र्तते पर द सरा समीकरि बना तब हम सटीक और 

तनणश्चत ििाब दे पाए। 

सोचें एिूं चचाा करें 

लया तनम्नतलणखत पररणस्र्ततयों से बने समीकरिों से ििाब तमल सकते हैं? यडद नहीूं तो लयों नहीूं? 

1.  डकसी समारतर चतुभुाि में आसरन कोिों के युग्म में से एक कोि का माप द सरे कोि का  गुना है। कोिों के 

माप पता करें। 

2.  एक िकृ्ष पर बैठे हुए मैना और कोयलों की सूंख्या 15 है। यडद उनके पैरों की सूंख्याओूं का योग 36 है तब मैना 
ि कोयलों की सूंख्या बताइए। 

3.  एक टोकरी में सेब और आम की कुल सूंख्या 39 है। यडद द सरी टोकरी में कुछ आम और कुछ सूंतरे हैं तब द सरी 
टोकरी में डकतने आम रखे हैं? 

 

समीकरिों के हल 

 अलग-अलग सूंदभों में बने समीकरिों से ििाब कैसे िानें? समीकरिों से ििाब िानने हेतु उरहें  हल 

डकया िाता है। समीकरिों को हल करने के अलग-अलग तरीके हैं। हम यहाुँ कुछ तरीकों को िानेंगे। 

आलेखी वितध 

 आपने तनदेशाूंक ज्यातमतत या ग्राफ में दो चरों िाले समीकरिों को ग्राफ में प्रदतशात करना सीख तलया है। 
हम अलग-अलग सूंदभों से बने समीकरिों को भी ग्राफ पर दशाा सकते हैं और उनके हल के बारे में िान सकते हैं। 

 अब हम डहरि और सारस के पैरों के सूंबूंध पर बने समीकरि और उनकी आुँखों के  

सूंबूंध पर बने समीकरि को ग्राफ पर दशााकर देखते हैं डक उनके हल कैसे प्राप्त हो रहे हैं? 

 पैरों के समीकरि 4x + 2y = 180 के तलए हम सारिी बनाते हैं। 

 2y =  180 - 4x 

60

2
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 Y =   

  

y = 90 – 2x ...........(3) 

 समीकरि (3) में a x = 10, 20, 30..... इत्याडद रखने पर y के सूंगत मानों की सारिी बनाते हैं-  

सारणी-1 

x 10 20 30 40 

y 70 50 30 10 

 

 इसी प्रकार आुँखों के समीकरि 2x +  2y =  120 के तलए 

 2y = 120 – 2x 

 Y =  

  

y = 60 – x ..............(4) 

 समीकरि (4) में x = 10,20,30,40,.........इत्याडद रखने पर y के सूंगत मानों की सारिी नीचे दी गई 

है- 

        सारिी-2 

x 10 20 30 40 

y 50 40 30 20 

 

अब दोनों सारणियों की सहायता से आलेख खीूंच लेते हैं । 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

180 4

2

x-

120 2

2

x-
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आप देखते हैं डक ग्राफ में प्रदतशात रेखाओूं का कटान वबरद ु(30, 30) है। यही डहरि और सारस पणक्षयों की सूंख्या 
भी है िो हमारे द्वारा प िा में तनकाली गई है। 

 

 करके देखें 

आप x + y = 8 ि x = 3y को ग्राफ पर दशााकर हल तनकालें।   

तनम्नतलणखत सिाल को भी इसी तरीके से हल डकया गया है- 

उदाहरििः-5. कक्षा दसिीूं के 10 विद्यातर्ायों ने एक विज्ञान णलिि में भाग तलया। णलिि में भाग लेने िाले 

विद्यातर्ायों में लड़डकयों की सूंख्या, लड़कों से 4 अतधक र्ी तब लड़के एिूं लड़डकयों की सूंख्या लया रही होगी? 

हलिः-  माना विज्ञान णलिि में भाग लेने िाले लड़कों की सूंख्या x ि लड़डकयों की सूंख्या y र्ी। 

  तब कुल विद्यातर्ायों की सूंख्या = लड़कों की सूंख्या $ लड़डकयों की सूंख्या 

   10 = x  +  y 

  या x  +  y = 10 .......................(1) 

  च ुँडक लड़डकयों की सूंख्या, लड़कों से 4 अतधक र्ी अतिः तनम्नतलणखत समीकरि और बनेगा। 

   y = x +  4 ...............(2)  

अब हम हम समीकरि (1) ि (2) का आलेख खीूंचने के तलए x  और y के सूंगत मानों की सारिी बनाएुँगे और 

सारिी की मदद से आलेख खीचेंगे। 

 

 समीकरि (1) में x = 1, 2, 3,......इत्याडद रखने पर y के सूंगत मान तमलेंगे िो सारिी में प्रदतशात हैं- 

(x + y = 10 के तलए) 

       

x 1 2 3 4 5 6 

y 9 8 7 6 5 4 

  

इसी प्रकार समीकरि (2) में x = 1,2,3,.....इत्याडद रखने पर yके सूंगत मानों को सारिी में तलखेंगे। 

(y = x + 4 तलए)  

सारणी-2 

x 1 2 3 4 5 6 

y 5 6 7 8 9 10 
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ग्राफ पेपर पर सारिी-1 ि 2 से प्राप्त मानों को प्रदतशात 

करते हैं तो दो सरल रेखाएुँ l  ि m प्राप्त होती हैं। 

ग्राफ पेपर पर आप देखते हैं डक ये दोनों रेखाएुँ l  ि m 

एक-द सरे को वबरद ु(3, 7) पर काट रही हैं, यानी 
प्रततच्छेद कर रही हैं। 

 यह वबरद ुदोनों समीकरिों से प्रदतशात सरल 

रेखाओूं पर णस्र्त है। 

 इस वबरद ु(3, 7) में x = 3,   y = 7 है िो दोनों 
समीकरिों को सूंतुष्ट करते हैं। यही प्रश्न का हल भी है। 

 यानी लड़कों की सूंख्या 3 और लड़डकयों की 
सूंख्या 7 है। 

समीकरिों के द्वारा प्रदतशात सरल रेखाओूं का कटान (प्रततच्छेद) वबरद ुही उन समीकरिों के हल होते हैं। 

लया प्रत्येक पररणस्र्तत में हम एक द सरे को काटती हुई सरल रेखाएुँ प्राप्त कर सकते हैं बणल्क अलग-अलग 

पररणस्र्ततयों में बने समीकरिों के तलए आलेख पर प्राप्त सरल रेखाएुँ अलग-अलग रूपों में डदखती हैं। आइए इरहें 
समिें। 

 

(1) िब समीकरिों से प्राप्त रेखाएुँ एक 

द सरे को डकसी वबरद ुपर काटती हों तब 

समीकरि का अडद्वतीय हल प्राप्त होता है। कटान 

वबरद ुके मान ही समीकरिों के हल होते हैं। 

 

(2)   िब समीकरिों से प्राप्त रेखाएुँ 
समारतर हों तब समीकरि का कोई भी हल नहीूं 
होता। लयोंडक कोई भी वबरद ुउभयतनष्ठ नहीूं 
होता। 
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(3) िब समीकरिों से प्राप्त रेखाएुँ सूंपाती हों अर्ाात ्एक-द सरे पर णस्र्त हों तब समीकरि के अनूंततिः 
अनेक हल होते हैं। लयोंडक इस णस्र्तत में अनेक वबरद ुदोनों रेखाओूं में उभयतनष्ठ होते हैं। 

 

 

 

 

 समीकरिों द्वारा प्रदतशात सरल रेखाओूं की विशेषताएुँ 
व्यािहाररक िीिन से सूंबूंतधत समस्याओूं को समिने में 
मददगार सावबत होती हैं। 

 समस्याओूं के हल में उपयुाक्त पररणस्र्ततयाुँ डकस प्रकार 

सहायक होती हैं इसे हम कुछ उदाहरिों से समिते हैं। 

उदाहरििः-6. कविता ने 1 पेंतसल और 2 रबर, 4 रुपये में 
खरीदी तर्ा सविता ने 2 पेंतसल और 4 रबर, 16 रुपये में खरीदी तब 

लया हम यह पता लगा सकते हैं, डक 1 पेंतसल ि 1 रबर की कीमत 

कविता और सविता के तलए डकतनी रही होगी?  

हलिः- माना डक 1 पेंतसल की कीमत ग रुपये ि 1 रबर की कीमत ल 

रुपये है च ुँडक कविता ने 1 पेंतसल ि 2 रबर की कुल कीमत 4 रुपये 

चुकायी तब इसे तनम्नतलणखत समीकरि के रूप में तलख सकें गे- 

 1 × x + 2 × y = 4 

 x + 2y = 4 ..........(1) 



37 
 

 इसी प्रकार सविता ने 2 पेंतसल ि 4 रबर खरीदने के तलए कुल कीमत 16 रुपये चुकायी तब इसे भी 
तनम्नतलणखत समीकरि के रूप में तलख सकते हैं- 

  2 × x + 4 × y = 16 

  2x + 4y = 16  ..........(2) 

समीकरि (1) से 

  x + 2y = 4 

 या 2y = 4 – x 

  y =   ............(3) 

 

 समीकरि (3) में x = 0, 1, 2, 3, 4, .....रखने पर y के सूंगत मान प्राप्त होंग ेइरहें सारिी में तलखेंगे- 

सारिी-1 

x 0 1 2 3 4 5 6 

y 2 1.5 1 0.5 0 -0.5 -1 

 

 अब समीकरि (2) से 

  2x + 4y = 16 

  2(x + 2y) = 16 

  x + 2y = 8 

  2y = 8 – x 

   y =  

  

 समीकरि (4) में x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 रखने पर y के क्रमशिः सूंगत मान y = 4, 3.5, 3, 2.5, 2, 

1.5, 1  प्राप्त होंगे इरहें सारिी में तलखेंगे- 

सारिी-2 

ग 0 1 2 3 4 5 6 

ल 4 3.5 3 2.5 2 1.5 1 

  

 

 

 

 

8

2

x-

4

2

x-
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समीकरि (1) ि (2) के तलए प्राप्त सारिी से तनम्नतलणखत आलेख प्राप्त करेंगे- 

 

 

 समीकरिों से दो समारतर रेखाएुँ तमल रही हैं तब 1 पेंतसल ि 1 रबर की कीमत लया होगी? 

 यहाुँ दोनों रेखाओूं में कोई प्रततच्छेद वबरद ुनहीूं है अतिः समीकरिों का अडद्वतीय हल नहीूं होगा। कविता 
ि सविता द्वारा खरीदे गए पेंतसल ि रबर की कीमत अलग-अलग होगी।  

उदाहरििः-7. एक व्यवक्त ने तीन कुतसायों तर्ा दो मेिों को 1200 रुपये में खरीदा तर्ा छिः कुतसायों और चार 

मेिों की कीमत 2400 रुपये चुकायी तब एक कुसी ि एक मेि की कीमत ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना डक एक कुसी की कीमत x रुपये 

  तर्ा एक मेि की कीमत y रुपये है। 

  तब तीन कुतसायों ि दो मेिों की कीमत  3x + 2y 

प्रश्नानुसार 3x + 2y = 1200 .................(1) 

  इसी प्रकार 6 कुतसायों ि 4 मेिों की कीमत 2400 रुपये है। 

  6x + 4y  = 2400 



39 
 

  2(3x + 2y) = 2400 

 

  (3x + 2y) =  

  

  3x + 2y  = 1200 ..............(2) 

 दोनों समीकरि एक िैसे हैं। यडद इन समीकरिों का ग्राफीय तनरूपि डकया िाए तो सूंपाती रेखाएुँ प्राप्त 

होती हैं। 

 समीकरि (1) ि (2) दोनों में ही- 

  

इसी प्रकार x के मानों के सूंगत y के और मान प्राप्त करते हैं और इन मानों को तनम्नतलणखत सारिी के रूप में 
तलखते हैं- 

 यह सारिी दोनों 
समीकरिों के तलए है, अतिः इस 

सारिी से आलेख खीूंचने पर प्राप्त 

दोनों रेखाएुँ सूंपाती होंगी। 

 स्पष्टतिः x ि y के िो मान 

दोनों समीकरिों में हैं उन मानों को 
समीकरि तनकाय के हल कहेंगे। 
च ुँडक x ि y के अनूंत मान हैं अतिः 
डदए गए समीकरि तनकाय के हल 

भी अनूंततिः अनेक होंगे। 

 इन समीकरिों में x ि 

yकुसी ि मेि की कीमत को दशााते हैं अतिः कुसी ि मेि की कीमतों के तलए यह बात लाग  होगी डक उनकी अनेक 

सूंभावित कीमतें हो सकती हैं। 

x 100 200 300 400 500 600 

y 450 300 150 0 -150 -300 

2400

2

X
-300       -200    -100          100       200       300      400      500     600O

Y’

X’

Y

vkys[k&7

(100,450)

(200,300)

(300,150)

(0,400)

(500,-150)

(600,-300)
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उदाहरििः-8. डदए गए आलेख तचत्र में समीकरि तनकाय के तलए ग और ल के मान ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

आलेख से स्पष्ट है डक समीकरिों को प्रदतशात करने िाली दोनों रेखाएुँ एक-द सरे को वबरद ु(1, 4) पर प्रततच्छेद कर 

रही हैं अतिः समीकरि तनकाय के तलए x = 1, y = 4 होंगे। 

प्रश्नािली-1 

1. तनम्नतलणखत कर्नों को समीकरि के रूप में तलणखए- 

(i) एक विद्यालय के डक्रकेट कोच ने 3 बल्ले और 6 गेंदें 3900 रुपये में खरीदी। िहीूं से उरहोंने 1 बल्ला और 2 

गेंदें 1300 रुपये में खरीदी। 

 (ii) दो सूंख्याओूं का योग 16 तर्ा उनका अूंतर 8 है। 

              (iii) एक फल की दकुान पर 2 डकग्रा. सेब तर्ा 1 डकग्रा. अूंग र का म ल्य 160 रुपये र्ा। उसी दकुान 

पर 4 डकग्रा. सेब ि 2 डकग्रा. अूंग र का म ल्य 300 रुपये र्ा। 

(iv) नरेश ने अपनी पुत्री से कहा डक 7 साल पहले मेरी आयु ,तुम्हारी आयु से 7 गुनी र्ी और अब से 3 साल 

बाद मेरी आयु तुम्हारी आयु की 3 गुनी हो िायेगी। 

(v) एक व्यवक्त घर से कायाालय तक िाने के तलए 90 डकमी. द री तय करता है इसके तलए िह टे्रन और टैलसी 
का उपयोग करता है। व्यवक्त द्वारा टैलसी से तय की गई द री टे्रन से तय की गई द री की दगुुनी है। 
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2. तनम्नतलणखत समीकरिों के आलेख 

तचत्रों को देखकर उनके हल के बारे में पता 
करें।(अ) समीकरि 

 3x + 2y – 12 = 0 

 x – y + 1 = 0 में 

 .................................... हल है। 

 तब, x ि  y के मान होंगे- 

 ............................, 

................................ 

 

 

 

(ब) समीकरि 

 3x + 6y = 15 

 x + 2y = 5  में 

 .................................... हल है। 

 तब, x ि  y के मान होंगे- 

 ............................, ................................ 
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 (स) समीकरि 

 –4x + 6y = 3 

 2x - 3y = 5 में 

 .................................... हल 

है। 

 तब, x ि  y के मान होंगे- 

 ............................, 

................................ 

 

 

 

 

 (द) समीकरि 

 x + 2y = 3 

 4x + 3y = 2 में 

 .................................... हल है। 

 तब, x  ि  y  के मान होंग-े 

 ............................, 

................................ 

 

 

 

बीिीय वितधयाुँ:- 

1. प्रततस्र्ापन वितध 

 हमने दो चरों के रैणखक समीकरिों का हल आलेखों की सहायता से प्राप्त करना सीख तलया। अब हम दो 
चरों के रैणखक समीकरि को हल करने के कुछ और तरीकों पर चचाा करेंगे। एक तरीका तो ये है णिसमें हम एक 

चर का मान द सरे समीकरि में रखकर उसे एक चर के रैणखक समीकरि में बदल लेते हैं और डफर उसका हल 

प्राप्त करते हैं। आगे के उदाहरि में इसे देख सकते हैं- 
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उदाहरििः-9. एक छोटी गुफा में कुछ खरगोश और कुछ पक्षी हैं णिनके कुल 35 तसर तर्ा 98 पैर हैं। तब 

पणक्षयों ि खरगोशों की सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना खरगोशों की सूंख्या =  x 

  तर्ा पणक्षयों की सूंख्या     =   y 

  खरगोशों के तसरों की सूंख्या $ पणक्षयों के तसरों की सूंख्या = 35 

   x + y  =  35 .................(1) 

  खरगोश के पैरों की सूंख्या $ पणक्षयों के पैरों की सूंख्या = 98 

              4x + 2y = 98 

         2(2x + y) = 98 

             2x + y =  

             

             2x + y = 49 

                    y = 49 – 2x ................(2)   

समीकरि (1) में   y = 49 – 2x  रखने पर, 

  x + 49 – 2x = 35 

        –x + 49 = 35 

                –x = 35 – 49 

                –x = –14 

                  x = 14 

 अब समीकरि (2) में x =  14 रखने पर 

                   y = 49 – 2x 

                 y = 49 – 2(14) 

                 y = 49 – 28 

                y = 21 

स्पष्टतिः खरगोशों की सूंख्या 14 और पणक्षयों की सूंख्या 21 है। 

2. विलोपन वितध 

समीकरिों को हल करने के एक अरय तरीके में कभी समीकरिों को िोड़कर तो कभी घटाकर उसे एक चर के 

समीकरिों के रूप में बदलने से हमें हल तमल िाता है।  

आइए, इसके कुछ उदाहरि देखें- 

98

2
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उदाहरििः-10. ऋचा और नैना के पास कुछ टॉडफयाुँ हैं। िब ऋचा, नैना को 30 टॉडफयाुँ देती है तब नैना के पास 

ऋचा से दगुुनी टॉडफयाुँ हो िाती हैं, परूंतु िब नैना अपनी टॉडफयों में से 10 टॉडफयाुँ ऋचा को देती हैं तब ऋचा के 

पास नैना से 3 गुनी टॉडफयाुँ हो िाती हैं। बताइए उन दोनों के पास डकतनी टॉडफयाुँ हैं? 

हलिः-  माना डक ऋचा के पास टॉडफयों की सूंख्या  = x 

  नैना के पास टॉडफयों की सूंख्या त= y 

  िब ऋचा 30 टॉडफयाुँ नैना को देती है 

  तब ऋचा के पास टॉडफयों की सूंख्या  = x – 30 

  तर्ा नैना के पास टॉडफयों की सूंख्या  =  y + 30 

तब प्रश्नानुसार 2 (x – 30)  = y + 30 

         2x – 60 = y + 30 

           2x – y = 30 + 60 

           2x – y = 90 ..................(1) 

  परूंतु िब नैना ऋचा को 10 टॉडफयाुँ देती है, 

  तब ऋचा के पास टॉडफयों की सूंख्या =  x + 10 

      नैना के पास टॉडफयों की सूंख्या =  y - 10 

तब प्रश्नानुसार          x + 10 = 3 (y – 10) 

           x + 10 = 3 y – 30 

           x – 3y = –30 – 10 

           x – 3y = –40 .................(2) 

 अब      2x – y = 90  ..................(1) 

          x – 3y = –40 ..................(2) 

 लया समीकरि (1) ि (2) में  x  या  y  के गुिाूंक समान हैं? 

 नहीूं... x या y के गुिाूंक समान नहीूं हैं तब लया समीकरि (1) में (2) को घटाने पर या िोड़ने पर x या y 

तनरस्त हो पाते हैं? x या y के गुिाूंक समान कर डदए िाएुँ तो सूंभि है डक समीकरि (1) में (2) को घटाने या 
िोड़ने पर x या y तनरस्त हो गए। 

 हम गुिाूंक समान करने के तलए समीकरि (2) के दोनों पक्षों में समीकरि (1)के  x के गुिाूंक 2 से गुिा 
करते हैं। 

        2 (x–3y) = –40 × 2 

               2x – 6y = –80 ..................(3)  

समीकरि (1) में समीकरि (3) को घटाने पर  
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  2x – y – (2x – 6y)   =  90 – (–80) 

  2x – y – 2x + 6y     =  90 + 80 

  5y =  170 

                               y =  

                               

     y       = 34 

 y का मान समीकरि (1) में रखने पर 

  2x – 34     =   90 

                             2x = 90 + 34 

                             2x = 124 

                               x =  

                                

      x           =   62 

 स्पष्टतिः ऋचा के पास 62 तर्ा नैना के पास 34 टॉडफयाुँ हैं। 

उदाहरििः-11. एक कक्षा के विद्यार्ी पूंवक्तयों में खड़े हैं। िब प्रत्येक पूंवक्त में 4 विद्यार्ी कम कर डदए िाते हैं तब 

4 पूंवक्तयाुँ अतधक बनती हैं लेडकन िब प्रत्येक पूंवक्त में 4 विद्यार्ी और खड़े कर डदए िाते हैं तब 2 पूंवक्तयाुँ कम हो 
िाती हैं। कक्षा के विद्यातर्ायों की सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना पूंवक्तयों की सूंख्या       = x 

  तर्ा प्रत्येक पूंवक्त में विद्यातर्ायों की सूंख्या  =  y 

तब कुल विद्यातर्ायों की सूंख्या त्र पूंवक्तयों की सूंख्या × प्रत्येक पूंवक्त में विद्यातर्ायों की सूंख्या 

          = xy 

  िब प्रत्येक पूंवक्त में 4 विद्यार्ी कम कर डदए िाते हैं  

   तब प्रत्येक पूंवक्त में विद्यातर्ायों की सूंख्या =  y – 4 

  और पूंवक्तयों की सूंख्या = (x + 4) 

   कुल विद्यातर्ायों की सूंख्या =  (x + 4)(y – 4) 

                                                         xy = xy – 4x + 4y – 16 

                                                 xy – xy = –4x + 4y –16 

                                                           0 = 4 (–x + y –4) 

                                             –x + y – 4 = 0 

                                                   –x + y = –4  ................(1) 

  परूंतु िब प्रत्येक पूंवक्त में 4 विद्यार्ी और खड़े कर डदए िाते हैं 
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    तब प्रत्येक पूंवक्त में विद्यातर्ायों की सूंख्या =   y + 4 

           पूंवक्तयों की सूंख्या   =   x – 2 

    कुल विद्यातर्ायों की सूंख्या   = (x – 2) (y + 4) 

                                         xy = (x – 2) (y + 4) 

                                             xy = xy + 4x – 2y – 8 

                                     xy – xy   = 4x – 2y – 8 

                                               0  = 4x – 2y – 8 

                       2 (2x – y – 4)  = 0 

                                 2x – y – 4             = 0 

                                  2x – y = 4  ...............(2) 

 समीकरि तनकाय 

   –x + y = 4    ................(1) 

   2x – y = 4    ................(2) 

  समीकरि तनकाय में y के गुिाूंक समान हैं तर्ा तचह्न असमान हैं  इसतलए समीकरि (1) और (2) को 
िोड़ने पर y तनरस्त हो िाएगा। 

  –x + y + 2x – y = 4 + 4 

   x = 8 

 समीकरि (1) में  x  का मान रखने पर 

  –8 + y = 4 

  y = 4 + 8 

    y      = 12  

कुल विद्यातर्ायों की सूंख्या = xy = 8 × 12 = 96 

  अभी तक चचाा डकए सभी तरीकों में से िो भी आपको सुविधािनक लग,े उसका इस्तेमाल सिालों का 
हल पता करने में कर सकते हैं। 

उदाहरििः-12. दस साल पहले सुनील ि विनय की आयु का योग उनके वपता की आयु के एक ततहाई र्ी। यडद 

सुनील, विनय से दो साल छोटा है तर्ा दोनों की आयु का योग उनके वपता की आयु से 14 साल कम है। सुनील, 

विनय ि उनके वपता की ितामान आयु ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना डक विनय की ितामान आयु = x िषा  

  सुनील की ितामान आयु x – 2 िषा 

  और उनके वपता की ितामान आयु = y िषा 
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दस साल पहले, 

 विनय की आयु            x – 10 िषा 

 सुनील की आयु = (x – 2 – 10) िषा 

 वपता की आयु  = (y – 10) िषा 

 

  (x – 10) + (x – 2 – 10) =     × (y – 10) 

 

  x – 10 + x – 2 – 10 =  (y – 10) 

 

  2x – 22 =  (y – 10) 

 

  3 (2x – 22) = y – 10 

  6x – 66 = y – 10 

  6x – y = –10 + 66 

  6x – y =  56  .....................(1)  

सुनील ि विनय की ितामान आयु का योग उनके वपता की आयु से 14 साल कम है। 

  x + x – 2 = y–14 

  2x – 2 = y – 14 

  2x – y = –14 + 2 

  2x – y  = –12  ...................(2) 

  

समीकरि (1) में समीकरि (2) को घटाने पर       

    

  6x – y – (2x – y )  =  56 – (–12) 

      6x – y – 2x + y  =  68 

    4x =  68 

 

    x =  

       

x = 17  

x  का मान समीकरि (1) में रखने पर 

   6×17 – y =  56 

   102 – y  =  56 

    y  =  102 – 56 

1

3

1

3
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   y  =  46 

  विनय की ितामान आयु x  = 17 िषा 

  सुनील की ितामान आयु   x – 2 = 17 – 2 = 15 िषा 

  वपता की ितामान आयु y =  46 िषा 

 नीचे कुछ विविध तरह के सिाल हैं णिनमें इन तरीकों का इस्तेमाल डकया गया है। 

उदाहरििः-13. दो अूंकों िाली एक सूंख्या का 7 गुना, अूंकों को पलटने पर बनने िाली सूंख्या के 4 गुने के 

बराबर है तर्ा सूंख्या के अूंकों का योग 3 है।तो िह सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना दो अूंकों िाली सूंख्या का इकाई का अूंक y ि दहाई का अूंक x है। तब िह सूंख्या 10x + y होगी। 

 प्रश्नानुसार                 7(10x + y)         =      4(10y + x) 

  70x + 7y = 40y + 4x 

  70x – 4x – 40y + 7y = 0 

  66x – 33y = 0 

  33(2x – y) = 0 

  2x – y = 0  ................(1) 

   तर्ा x + y       = 3  ...............(2)  

समीकरि (1) और (2) िोड़ने पर 

  2x – y + x + y = 0 + 3 

  3x = 3 

 

  x =  

         

 x      = 1 

 समीकरि (2) में x का मान रखने पर 

  x + y = 3 

  1 + y = 3 

  y = 3–1 

         y           = 2 

  अतिः िह सूंख्या 12 है। 

उदाहरििः-14. तनम्नतलणखत समीकरि में चरों के मान ज्ञात कीणिए। 

  2x – 5y = –8 ; 

  x – 4y = –7  

3

3
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हलिः-  समीकरि             2x – 5y = – 8 .................(1) 

 

     x – 4y = –7 .................(2) 

  समीकरि (2) से  x = –7 + 4y ..................(3) 

 x के इस मान को समीकरि (1) में रखने पर 

  2 (–7  + 4y) – 5y = –8 

  –14 + 8y – 5y = –8 

  3y = –8 + 14 

  3y = 6 

   

Y     =        = 2 

 

  y के इस मान को समीकरि (3) में रखने पर 

  x = –7 + 4y 

  x = –7 + 4 (2) 

  x = –7 + 8 

    x = 1 

   अतिः  x = 1, y = 2  

उदाहरििः-15. तनम्नतलणखत समीकरि को हल कीणिए- 

  41x – 17y = 99 ; 

  17x – 41y =75.  

हलिः-  समीकरि  41x – 17y = 99 ..............(1) 

     17x – 41y = 75  ...............(2)  

समीकरि (1) में समीकरि (2) को िोड़ने पर 

 41x – 17y + 17x – 41y = 99 + 75 

  58x – 58y = 174 

  58 (x – y) = 174 

 

  x – y =  

    

x – y = 3    ................(3)  

समीकरि (1) में (2) को घटाने पर 

6

3

174

58
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 41x – 17y – (17x – 41y) = 99 – 75 

 41x – 17y – 17x + 41y = 24 

          24x + 24y = 24 

     x + y  =  

   

x + y        = 1   ..................(4)  

अब समीकरि (3) ि (4) को िोड़ने पर 

  x – y + x + y = 3 + 1 

  2x = 4 

 

  x =  

    

x       = 2  

समीकरि (3) में ग त्र 2 रखने पर 

  x – y = 3 

  2–y = 3 

  2–3 = y 

   y = –1 

 यहाुँ  x = 2;  y = –1  

उदाहरििः-16. एक वत्रभुि ABC में A = x°, B = 3x° और C = y° है। यडद 

 3y°–5x° = 30° हो तब तसद्ध कीणिए डक यह एक समकोि वत्रभुि है। 

हलिः-  ABC के तीनों कोिों के मान क्रमशिः A = x°, B = 3x° ि  C = y°  है। 

  वत्रभुि के तीनों अूंतिःकोिों का योग 180° होता है। 

  A + B + C = 180°  

  A, B, C  के मान रखने पर 

  x° + 3x° + y° = 180° 

  4x° + y° = 180° 

   y° = 180° – 4x° ....................(1) 

  डदया है  3y° – 5x° = 30° ....................(2) 

  समीकरि (1) से y का मान (2) में रखने पर 

  3 [180° – 4x°] – 5x° = 30° 

24

24

4

2

िब समीकरण दनकाय के अिग-अिग 

िरो ं के गुणांक समान हो तो पहिे िोनो ं

समीकरणो ंको िोड़कर तथा ि सरी बार 

समीकरणो ंको घटाकर िो नये समीकरण 

प्राप्त दकये िाते हैं। 
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  3 × 180°– 3 × 4x° – 5x° = 30° 

  540° – 12x° – 5x° = 30° 

       –17x°      = 30° – 540° 

              –17x°   = – 510° 

 

                                         x°   =      

  

    x°    =    30° 

  x के मान को (1) में रखने पर 

  y° = 180°– 4(30°) 

  y° = 180° – 120° 

  y° = 60° 

  A  =  x° = 30° 

  B = 3x° = 3 × 30° = 90° 

    C  =  y° = 60° 

 स्पष्टतिः ABC के तीनों कोिों में एक कोि का मान 90° तर्ा शेष दोनों कोि रय नकोि हैं णिनकी 
माप 30° ि 60° हैं। 

 अतिः डदया गया ABC एक समकोि वत्रभुि है। 

उदाहरििः-17. एक नाि नदी की धारा के बहाि की डदशा में 44 डकमी. तर्ा बहाि की विपरीत डदशा में 30 

डकमी. की द री 10 घण्टे में तय करती है। यही नाि धारा के बहाि की डदशा में 55 डकमी. तर्ा बहाि की विपरीत 

डदशा में 40 डकमी. की द री 13 घण्टे में तय करती है। धारा के बहाि की डदशा एिूं विपरीत डदशा में नाि की चाल 

ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  माना धारा के बहाि की डदशा में नाि की चाल त ्= x डकमी./घण्टा 

 तर्ा धारा के बहाि की विपरीत डदशा में नाि की चाल  = y डकमी./घण्टा 

बहाि की डदशा में 44 डकमी. की द री तय करने में लगा समय =  

        

 =   घण्टे 

 

बहाि की विपरीत डदशा में 30 डकमी. की द री तय करने में लगा समय =          घण्टे 

प्रश्नानुसार 

धारा के बहाि की डदशा ि उसके विपरीत डदशा में द री तय करने में लगा समय = 10 घण्टे 

510

17

°

°

44

x

njw h

pky

30

y
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      =  10  .................................(1) 

 

च ुँडक बहाि की डदशा में 55 डकमी. तर्ा विपरीत डदशा में 40 डकमी. की द री तय करने में लगा समय = 13 घण्टे 

      =  13 ....................................(2) 

 

अब समीकरि (1) और (2) में    = u, और    = v रखने पर हमें तनम्न दो समीकरि (3) ि (4) तमलते 

हैं। 

 

  44u + 30v = 10  

  22u + 15v =   5 ..................(3) 

 तर्ा 55u + 40v = 13 ..................(4)  

समीकरि (3) में 55 ि समीकरि (4) में 22  का गुिा करके घटाने पर 

  1210u + 825v = 275 

           –1210u – 880v = –286 

   – 55v = –11 

 

          v =  

           

v =     y = 5  

 

 v  का मान समीकरि (3) में रखने पर 

 

  22u +    = 5 

 

          22u + 3 = 5 

                22u  = 5 – 3 

 

         u  =  

          

   u  =      

   

          x  = 11   y  =  5 



44 30

x y
+

55 40

x y
+

1

x

1

y

55

11





5

1

5

1
15

22

2

11

1

ì üï ïï ï=í ý
ï ïï ïî þ
Qpky

nwjh

le;
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 अतिः धारा के बहाि की डदशा में नाि की चाल = 11 डकमी./घूंटा एिूं धारा के बहाि की विपरीत डदशा में 
नाि की चाल = 5 डकमी./घूंटा 

सोचें एिूं चचाा करें 

डदए गए समीकरि तनकाय 

 2x + 5y = 1 

 2x + 3y = 3 को वितभरन सम हों में बुँटकर अलग-अलग वितधयों से हल करें प्राप्त मानों पर चचाा करें 
डक  लया प्रत्येक वितध से प्राप्त मान समान हैं? 

 

प्रश्नािली-2 

1. िाुँतचए डक (अ) ि (ब) में कौन डदए गए समीकरिों के हल हैं? 

 (अ) x = 2, y = 5 (ब) x = –1, y = 3 

 (i) x + y = 7 (ii) 2x + 5y = 13 

 (iii) 2x – 3y = –11 (iv) 5x + 3y = 4 

 

2. िाुँतचए डक (अ) ि (ब) में कौन डदए गए समीकरिों के हल हैं? 

 (अ) x = 3, y = –1  (ब)   ,  

 (i) 2x + 5y = 1; (ii) x + y = 5xy; 

  2x + 3y = 3.  3x + 2y = 13xy. 

 (iii)  (iv) 2x + 5y =  ; 

     

          

           

3.  तनम्न समीकरिों को डकसी भी वितध से हल कीणिए- 

 (i) x – y = –1;  (ii) x – 2y = 5; 

  3x – 2y = 12.   2x – 4y = 6 

 (iii) x + y = 6;  (iv) 5x – 8y = –1 

 

  x = y + 2.   3x –    y +    =  0  

 

 

3
2 9;x

y
- =

7
3 2x

y
+ =

8

3

5
3 2

6
x y- =

1

2
x =

1

3
y =

24

5

3

5
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(v) 3x – 4y – 1 = 0; (vi) x + 2y = 8; 

 2x –  y + 5 = 0  2x + 4y = 16 

 

4. तनम्नतलणखत समीकरि तनकायों को डदए गए चरों के तलए हल कीणिए- 

 (i) x + y = 7; (ii) 2x + y = 8; 

  x – y = –1.  x – 2y = –1 

 (iii) 4x + 3y = 5; (iv)  

  2x – y = 2   

  

5. 15 डकग्रा. चाय ि 17 डकग्रा. कॉफी का म ल्य 183 रुपये तर्ा 25 डकग्रा. चाय ि 13 डकग्रा. कॉफी का म ल्य 

213 रुपये है। 7 डकग्रा. चाय और 1 डकग्रा. कॉफी का म ल्य ज्ञात कीणिए। 

6. एक व्यवक्त के पास कुछ कब तर ि कुछ गायें हैं णिनकी आुँखों की कुल सूंख्या 120 तर्ा पैरों की कुल 

सूंख्या 180 है। बताइए व्यवक्त के पास डकतनी गायें ि कब तर हैं? 

7. एक रै्ले में 50 पैसे और 25 पैसे के कुल 94 तसलके हैं। यडद रै्ले में कुल 29.75 रुपये हैं, तब बताइए डक 

रै्ले में 25 पैसे और 50 पैसे के तसलकों की सूंख्या डकतनी है? 

8. दो सूंख्याओूं का योग 25 तर्ा उनके व्युत्क्रमों का योग  1/4   है। सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए ।  

    [सूंकेत- (x-y)2 = (x + y)2 – 4xy)] 

9. दो सूंख्याओूं का अूंतर 14 तर्ा उनके िगों का अूंतर 448 है। सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए। 

      [सूंकेत& x2 – y2 = (x + y) (x – y)] 

10. दो सूंख्याओूं का गुिनफल 45 तर्ा उनका योग 14 है। सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए। 

 

11. पाुँच िषा प िा मेरी आयु मेरे पुत्र की आयु की ततगुनी र्ी। दस िषा पश्चात ्मेरी आयु, मेरे पुत्र की आयु की 
दगुुनी हो िायेगी। मेरी ि मेरे पुत्र की ितामान आयु ज्ञात कीणिए। 

 

12. दो स्र्ानों A और B की द री 70 डकमी. है। दो कारें Aि B से चलना प्रारूंभ करती हैं। यडद िे एक डदशा में 
चलती हैं तब 7 घूंटे बाद एक-द सरे से तमलती हैं और यडद िे एक-द सरे की ओर चलती हैं तब 1 घूंटे बाद तमलती हैं। 
कारों की चाल ज्ञात कीणिए। 

 

8

3

3 5 0x y- =

7 11 0;x y+ =
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13. एक विद्यालय के दो कमरों A और B में कुछ विद्यार्ी बैठे हैं। िब A से 10 विद्यार्ी B में भेि डदए िाते हैं 
तो दोनों कमरों में विद्यातर्ायों की सूंख्या समान हो िाती है और िब 20 विद्यार्ी B से A में भेि डदए िाते हैं तब A 

के विद्यातर्ायों की सूंख्या B से दगुुनी हो िाती है। प्रत्येक कमरे के विद्यातर्ायों की सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

14. िब डकसी आयत की लूंबाई में 5 इकाई की कमी तर्ा चौड़ाई में 2 इकाई की िवृद्ध कर दी िाती है तब 

उसका के्षत्रफल 80 िगा इकाई कम हो िाता है। िब उसकी लूंबाई में 10 इकाई की िवृद्ध और चौड़ाई में 5 इकाई की 
कमी कर दी िाती है तो आयत का के्षत्रफल 50 िगा इकाई बढ़ िाता है। आयत की लूंबाई और चौड़ाई ज्ञात 

कीणिए। 

अिलोकन से समीकरि तनकाय के हल के प्रकार का पता लगाना 

 लया डकसी समीकरि तनकाय के अिलोकन से ही आप उसके हल के बारे में बता पाएुँगे डक उसके हल हैं 
अर्िा नहीूं। 

 हाुँ, यह सूंभि है लेडकन इसके तलए हमें समीकरि तनकाय के चरों एिूं अचर पदों के गुिाूंकों के बीच के 

सूंबूंधों को िानने की आिश्यकता होगी। 

 तनम्नतलणखत समीकरि तनकाय को देणखए- 

  2x + 3y = 7  .................(1) 

  6x + 9y = 11  .................(2) 

 समीकरि (1) में x का गुिाूंक 2, y  का गुिाूंक 3 ि अचर पद 7 है। अब यडद 2, 3 ि 7 को क्रमशिः a
1
, b

1
 

ि c
1
 तलखा िाए तर्ा समीकरि (2) के x,  y के गुिाूंक ि अचर 

पद को क्रमशिः a
2
, b

2
 ि c

2  
तलखा िाए तब डदए गए समीकरि तनकाय को तनम्नतलणखत रूप में तलखा िा सकता 

है-      a
1
x + b

1
y = c

1
 

 a
2
x + b

2
y = c

2 

 ऐसे ही हम अरय समीकरि तनकायों को भी तलख सकते हैं। 

 समीकरिों के समान चरों के गुिाूंकों ि उनके अचर पदों के अनुपातों के बीच के सूंबूंधों को तातलका में 
दशााया गया है णिनसे हम समीकरि तनकाय के हल के बारे में िान पाते हैं। 
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 आइए इन सूंबूंधों के आधार पर समीकरि के हल के बारे में पता करते हैं- 

 

उदाहरििः-18. डदए गए समीकरिों का हल डकस प्रकार का है? पता करें। 

  3x + 5y = 12  .........(1) 

  4x + 2y = 5 ............(2) 

हलिः- समीकरि 3x + 5y = 12 में a
1
 = 3,  b

1
 = 5, c

1
 = 12 

   4x + 2y = 5 a
2
 = 4, b

2
 = 2, c

2
 = 5 

 

   यहाुँ      समीकरि का अडद्वतीय हल है। 

 

उदाहरििः-19. समीकरि   5x + 3y = 12  

 एिूं 15x + 9y = 15 का हल ज्ञात कीणिए।  

हल: समीकरि 5x + 3y = 12 में  a
1
 = 5,  b

1
 = 3, c

1
 = 12 

 एिूं समीकरि 5x + 9y = 15 में a
2
 = 15, b

2
 = 9, c

2
 = 15                  

                 

  

हम देखते हैं डक  

समीकरि का कोई भी हल नहीूं है। 

1 1 1

2 2 2

5 3 12
, ,

15 9 15

a b c

a b c
  

1 1 1

2 2 2

1 1 4
, ,

3 3 5

a b c

a b c
  

1 1

2 2

a b

a b
¹

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
= ¹
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उदाहरििः-20. समीकरि 15x – 3y = 14  

                  एिूं 60x – 12y = 56 का हल ज्ञात कीणिए। 

हलिः- समीकरि 15x – 3y = 14 में a
1
 = 15,  b

1
 = –3, c

1
 = 14 

एिूं 60x – 12y = 56 में a
2
 = 60, b

2
 = –12, c

2
 = 56  

यहाुँ      

 स्पष्टतिः  

  समीकरि के अनूंततिः अनेक हल हैं। 

करके देखें 

तनम्न तातलका को प रा कीणिए- 

क्र. समीकरि 

तनकाय 

X के 

गुिाूंकों का 
अनुपात 

Y के 

गुिाूंकों का 
अनुपात 

अचर पदों का 
अनुपात 

अनुपातों में 
प्राप्त सूंबूंध 

समीकरि 

तनकाय का 
हल 

समी. 
तनकाय का 
ज्यातमतीय 

अर्ा 
1. 
 
 
2. 
 
 
3. 
 
 
4. 
 
5. 
 
 
6. 
 
 
7. 

2x–3y=1 

2x-4y=-4 
 

x+2y=5 

2x-3y=-4 
 

4x–5y=3 

5x–4y=5 

 
2x+3y=5 

–4x–6y=8 

 
3x–4y=1 

6x–8y=–

15 

 
x+y=4 

2x+2y=8 

 
5x–6y=4 

10x–

12y=8 

 
 
................. 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 

 
 
................. 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 

 
 
................. 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 

 
 
................. 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 
 
 
................. 

अडद्वतीय 

हल  

 
............... 
 
............... 
 
 
............... 
 
 
.............. 
 
 
................ 
 
 
............... 

दो 
प्रततच्छेदी 
रेखाए 

............... 
 
................ 
 
 
.............. 
 
 
............. 
 
 
............... 
 
 
............... 

 

 

1

2

15 1
,

60 4

a

a
= = 1

2

3 1
,

12 4

b

b

-
= =

-

1

2

14 1

56 4

c

c
= =

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
= =

21 1
22

a

a
= =

3 31

4 42

b

b

-
= =

-
11

42

1

4

c

c
= = -

-

1 1

2 2

a b

a b
¹
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चरों के अज्ञात गुिाूंक का मान पता करना- 

आपने अब तक वितभरन पररणस्र्ततयों से तनतमात समीकरि तनकाय को हल करके 

उनके चरों के मान प्राप्त करने के तरीकों को देखा णिसमें चरों के गुिाूंक हमें ज्ञात होते 

रे् पर यडद समीकरि तनकाय के डकसी एक चर का गुिाूंक अज्ञात हो अर्ाात ्समीकरि 

तनकाय तनम्नतलणखत रूप में हो- 

  2x + 3y – 5 = 0; 

  kx – 6y – 8 = 0. 

 तब भी हम समीकरि तनकाय को हल करके उनके चरों x, y और k का मान ज्ञात कर सकते हैं? 

 

उदाहरििः-21. K के डकस मान के तलये डदए गए समीकरि तनकाय का अडद्वतीय हल होगा- 

  x – ky = 2, 3x + 2y = –5 

हलिः-  डदया गया समीकरि तनकाय 

  x – ky – 2 = 0, 3x + 2y + 5 = 0 

 यहाुँ a
1
 = 1,  b

1
 = –k, c

1
 = –2 

  a
2
 = 3,  b

2
 = 2,  c

2
 = 5 

 समीकरि तनकाय का एक अडद्वतीय हल है- 

 

  

 k के    के मान अततररक्त अरय सभी िास्तविक मानों के तलए समीकरि तनकाय 

का अडद्वतीय हल होगा। 

उदाहरििः-22. K का मान ज्ञात कीणिए िब डदए गए समीकरि तनकाय के अनूंततिः अनेक हल होंगे। 

  (k – 3) x + 3y = k; kx + ky = 12 

2

3

-
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हलिः-  (k–3) + 3y = k;  kx + ky = 12 में 
  a

1 
= k–3, b

1
= 3,  c

1
= k 

  a
2 
= k  b

2
= k  c

2
= 12 

 

 च ुँडक समीकरि तनकाय के अनूंत अनेक हल हैं 

 

  

K का िही मान सत्य होगा िो सभी समीकरिों को सूंतुष्ट करता है । यहाुँ 6 ही तीनों समीकरिों को सूंतुष्ट करता है 

इसतलए k का मान 6 होगा । 

प्रश्नाविी-3 

1. िशााइए दक दनम्नदिखखत समीकरण दनकाय का एक अदितीय हि है- 

 3x + 5y = 12 

 5x + 3y = 4 

2. िशााइए दक दनम्नदिखखत समीकरण दनकाय के अनंततः अनेक हि हैं- 

 2x – 3y = 5; 

 6x – 9y = 15 

3. k के मान ज्ञात कीदिए दिसके दिए दनम्नदिखखत समीकरण दनकायो ंका कोई भी हि न हो- 

 (i) 8x + 5y = 9; kx + 10y = 15 

 (ii) kx + 3y = 3; 12x + ky = 6 
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 (iii) kx – 5y = 2; 6x + 2y = 7 

4. दनम्नदिखखत समीकरण दनकायो ंके एक अदितीय हि के दिए k का मान ज्ञात कीदिए- 

 (i) kx + 2y = 5;  3x + y = 1 

 (ii) x – 2y = 3;  3x + ky = 1 

 (iii) kx + 3y = k – 3; 12x + ky = k 

 (iv) 4x – 5y = k;  2x – 3y = 12 

5. दनम्नदिखखत समीकरण दनकायो ंके दिए k का मान ज्ञात कीदिए िबदक समीकरण दनकायो ंके अनंततः 

अनेक हि हो।ं 

 (i) 2x + 3y = 7; 

  (k – 1) x + (k + 2) y = 3k 

 (ii) kx + 2y – 4 = 0; 5x – 3y + 6 = 0 

 (iii) 3x + ky = 7;  2x – 5y = 1 

 (iv) kx – 5y = 2;  2x – 3y = 12 

6. यदि x = 2; y = 4 है तो समीकरण 7x – 4y = p में p का मान ज्ञात कीदिए। 

7. k  का मान ज्ञात कीदिए यदि एक सरि रेखा 2x – ky = 9 दबन्िु (1, -1) से गुिरती है। 

8. िााँदिए दक दनम्नदिखखत समीकरण दनकाय अदितीय हि रखता है या कोई हि नही ंरखता अथवा अनंततः 

अनेक हि रखता है। यदि अदितीय हि रखता हो तब िरो ंके मान ज्ञात कीदिए- 

 4x + 7y = 18 

 2x + y = 4 

 

समीकरण से कथन बनाना 

 

 अभी तक हमने दवदभन्न पररखथथदतयो ंपर आधाररत कथनो ंको समीकरण दनकाय के 

रूप में दिखकर उनके िरो ंके मान प्राप्त दकये, क्या हम दकसी समीकरण दनकाय को कथन 

के रूप में दिख सकते हैं? 

 आइए, दनम्नदिखखत समीकरण दनकाय को कथन के रूप में दिखकर िेखते हैं- 

 x + y = 45 ................(1) 

 x – y = 13 ................(2) 

 यदि हम x को एक संख्या तथा y  को ि सरी संख्या मान िें तो समीकरण (1) और  

(2) को कथन के रूप में दनम्न तरीके से दिख सकते हैं। 

 िो संख्याओ ंका योग 45 है तथा उनका अंतर 13 है। तब संख्याएाँ  ज्ञात कीदिए। या x एक दकताब का और 

y एक कॉपी का रूपये में म ल्य है ।  एक  दकताब और एक कॉपी  के म ल्यो ंका योग 45 है और उनके म ल्यो ंका 

अंतर 13 है। 

 क्या इसी प्रश्न से और कथन बनाएाँ  िा सकते हैं? ऐसे िो कथन और बनाइए। 
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उिाहरणः-23. समीकरण दनकाय 

 

 

 

        को कथन के रूप में दिखखए। 

हिः-  यदि    एक दभन्न है दिससे अंश x तथा हर y  है। तब उपरोक्त समीकरणो ंको कथन के रूप 

में दिखा सकता है । 

  ‘‘दकसी दभन्न के अंश में 1 घटाने पर वह दभन्न  1/2   के बराबर हो िाता है तथा यदि उसके हर में 

3 िोड़ दिया िाए तो दभन्न  3/2  के बराबर हो िाता है।’’ 

 

समीकरण दनकाय को कथन के रूप में दिखने के कई संभव तरीके हो सकते हैं। उपरोक्त समीकरणो ंको आप 

अन्य पररखथथदतयो ंमें भी कथन के रूप में दिख सकते हैं। 

 

करके देिें 

दनम्नदिखखत समीकरण दनकाय को कथन के रूप में दिखखए। 

 (i) x + y = 60  (ii) x + y = 5 

  x = 3y    xy = 6 

 

हमने सीिा 

1. एक घात वािे िो िरो ंसे बने समीकरणो ंके आिेख सिैव सरि रेखा होती है। इसीदिए  एक घात वािे िो 

िरो ंके समीकरण को रैखखक समीकरण कहते हैं। 

2. िब िो िरो ंके रैखखक समीकरणो ंका आिेख िो प्रदतचे्छिी रेखाएाँ  होती हैं तब समीकरणो ंका एक 

अदितीय हि होता है।  

3. िब िो िरो ंके रैखखक समीकरणो ंका आिेख िो समांतर रेखाएाँ  होती हैं तब समीकरणो ंका कोई भी हि 

नही ंहोता है।  

4. िब िो िरो ंके रैखखक समीकरणो ंका आिेख संपाती रेखाएाँ  होती हैं तब समीकरणो ं के अनंततः अनेक 

हि होते हैं।  

5. िो िरो ंके रैखखक समीकरण दनकाय को दनम्नदिखखत रूप में दिखा िा सकता है- 

 a
1
x + b

1
y = c

1
 

 a
2
x + b

2
y = c

2
+ b

1
y = c

1
 

x

y
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 उपरोक्त दनकाय में यदि, 

(i)                                               हो ंतो रेखाएाँ  समान्तर होती हैं व समीकरण दनकाय का कोई भी हि  

नही ंहोता है। 

(ii)       हो तो रेखाएाँ  प्रदतचे्छिी होती हैं व समीकरण दनकाय का एक अदितीय हि होता है। 

 

(iii)                                  हो रेखाएाँ  संपाती होती हैं व समीकरण दनकाय के अनंततः अनेक हि होते हैं। 

 

 वास्तव में दिए गए िोनो ंसमीकरण एक िैसे ही होते हैं। 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
= ¹

1 1

2 2

a b

a b
¹

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c
= =
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        एक चर का डद्वघात समीकरि [QUADRATIC 

EQUATION] 

 

 

 

 

पररचय (Introduction)   

 एक व्यवक्त अपनी िमीन के डकसी भाग में 800 िगामीटर के्षत्रफल का एक ऐसा आयताकार बगीचा 
बनाना चाहता है, णिसकी लूंबाई उसकी चौड़ाई से दगुनुी हो। व्यवक्त को बगीचे की लूंबाई और चौड़ाई डकतनी 
रखनी चाडहए?  

 यडद बगीचे की चौड़ाई को x मीटर मान तलया िाए तब उसकी लूंबाई 2x मीटर होगी। 
 च ुँडक बगीचा आयताकार है, 

 अतिः बगीचे का के्षत्रफल = बगीचे की लूंबाई X  बगीचे की चौड़ाई  

    

 या   

 या       

 या      

 या       ........... (i)                                 

 x के णिन मानों के तलए (i)  के दोनों पक्ष बराबर होंगे। िे मान ही बगीचे की चौड़ाई को दशााएुँगे। 

 चौड़ाई पता होने पर बगीचे की लूंबाई भी माल म हो िायेगी। 

सिाल को बीिीय रूप में तलखना 

हमने उपर देखा डक  से x का मान पता कर सकते हैं। यह समीकरि दरअसल डदए गए सिाल 
में डदखाई गई पररणस्र्तत का बीिीय तनरूपि है।  

आइए हम कुछ और पररणस्र्ततयों की चचाा करें और उनके बीिीय रूप का अिलोकन करें। 

 नरेश को अपने घर के सामने 500 िगामीटर के्षत्रफल िाली एक समकोि वत्रभुिाकार लयारी बनिानी 
है, णिसमें िह आधार भुिा की लूंबाई, शीषालूंब की लूंबाई से 30 मीटर अतधक रखना चाहता है। 

800 2 .x x

2800

2
x

2 400x 

2 220x 

2 220 0x  

2 220 0x  

03 
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 लयारी का आकार लया होना चाडहए यह िानने के तलए हम शीषालूंब की लूंबाई को x मीटर मानें तब 
आधार भिुा की लूंबाई x + 30 मीटर होनी चाडहए।  

 च ुँडक समकोि वत्रभिु का के्षत्रफल =          X   शीषालूंब की लूंबाई X  आधार भिुा की लूंबाई 

  

   

 ............. (ii) 

 समीकरि (ii) प्रश्न का बीिीय रूप है। x के णिन मानों के तलए (ii) के दोनों पक्ष बराबर होंगे िे मान 
ही वत्रभिुाकार लयारी के शीषालूंब की माप होंगे। 

डद्वघात समीकरि: ऊपर के दोनों बीिीय तनरूपि में x की अतधकतम घात 2 है इस डद्वघातीय बहुपद को 
शातमल करते हुए एक बीिीय समीकरि तमलता है णिससे हम हल ढ ुँढ सकते हैं। ऐसे ही कुछ उदाहरि हम 
आगे देखेंगे।  

 अब हम तनम्नतलणखत कर्न पर विचार करते हैं - 

 दो क्रमागत सूंख्याओूं का गिुनफल श रय है।  

 यडद पहली सूंख्या x हो,तब द सरी सूंख्या x + 1 होगी। 

  x  (x + 1) =  0 

         ............... (iii)      

समीकरि (i), (ii), (iii) में आप देख रहे हैं डक इनमें से प्रत्येक में केिल एक चर है और उसकी अतधकतम घात 
दो है। प्रत्येक समीकरि में ऐसा एक पद अतनिाया रूप से उपणस्र्त है णिसकी घात दो है। ये सभी एक चर के 
डद्वघात समीकरि हैं। 

 आप िानते हैं डक बहुपद  घात 2 का एक चर का बहुपद है (िहाुँ िास्तविक सूंख्याएुँ 
a,b,c और ) इसे डद्वघातीय बहुपद कहते हैं। इस डद्वघातीय बहुपद को श रय के बराबर रखने पर यह एक 
समीकरि बन िाता है।  

 अर्ाात   

 च ुँडक समीकरि में एक ही चर है तर्ा चर की अतधकतम घात दो है अतिः इसे एक चर का डद्वघात 
समीकरि कहा िाता है। यह डद्वघात समीकरि या िगा समीकरि का मानक या व्यापक रूप है। 

कुछ और डद्वघात समीकरि नीचे डदए गए हैं - 

 

 

 
1

500 30
2

x x  

2500 2 30x x  

2 30 1000 0x x  



2 0x x 

2ax bx c 

0a 

2 0ax bx c  

1

2



65 
 

  डद्वघात (िगा) समीकरि नहीूं है लयोंडक समीकरि का बायाुँ भाग बहुपद नहीूं हैं। 

करके देखें 
तनम्नतलणखत में से एक चर का डद्वघात (िगा) समीकरि चुतनए – 

         

  

 

प्रश्नािली 1 

1. तनम्नतलणखत में से िगा समीकरि चुतनए - 

 

डद्वघात समीकरि के म ल ¼Roots of Quadratic Equation) 

    एक डद्वघातीय बहुपद है। इस बहुपद के श रयक x के िे मान होंगे णिनके तलए 
p(x) श रय होगा। श रयक ज्ञात करने के तलए पहले  के गिुनखण्ड प्राप्त कर लेते हैं। 

   

            

             

          

बहुपद  का मान श रय होगा यडद (x-2)( x-1) = 0 

“         (x-2) = 0  या      ( x-1) = 0 

2 5 3 0x x  

2( ) 3 2p x x x  

2 3 2x x 

2 23 2 2 2x x x x x     

   2 2 1 2x x x   

   2 1 2x x x   

  2 1x x  

2 3 2x x 



66 
 

“      x-2 = 0 या      x-1 = 0 

 x = 2 या x =  1 

अर्ाात ्  के श रयक 2 ि 1 हैं। 

 अब िगा समीकरि  में x के ऐसे मान पता करते हैं णिनके तलए समीकरि के दोनों 
पक्ष बराबर हों। हम इन मानों को म ल कहते हैं। 

  

   

“ (x-2) = 0  या      ( x-1) = 0 

“ x-2 = 0  या      x-1 = 0 

 x = 2  या x =  1 

 

 यहाुँ हम पाते हैं डक समीकरि x = 2, 1 के तलए सूंतुष्ट हो रहा है। x  के यही मान बहुपद  
के श रयक भी हैं अतिः हम कह सकते हैं डक डद्वघातीय बहुपद  के श रयक उस बहुपद से बनाए गए समीकरि 
के म ल होते हैं। 

कैसे पता करें डक डदए गए मान डद्वघातीय समीकरि के म ल हैं अर्िा नहीूं? 

 कोई मान डकसी िगा समीकरि का म ल है अर्िा नहीूं यह िानना बहुत आसान होता है। णिन मानों 
को िगा समीकरि में रखने पर समीकरि के दोनों पक्ष बराबर हों िे मान समीकरि के म ल होते हैं।  

आइए, कुछ उदाहरिों से म ल िाुँचने के तरीके सीखते हैं। 

उदाहरििः-1. िाुँतचए डक x =  1 तर्ा x =  -1 िगा समीकरि  के म ल हैं   
  अर्िा नहीूं? 

हलिः- डदए गए समीकरि  में बायाुँ पक्ष  ि दायाुँ पक्ष 0 है । बायूं पक्ष में x =  1  
रखने पर, 

 = 12 - 1 + 1 

 = 1  

स्पष्टतिः बायाुँ पक्ष   दायाुँ पक्ष 

अतिः x =  1 , डदए गए िगा समीकरि का म ल नहीूं है। 

इसी प्रकार x =  -1 रखने पर 

         = (-1)2 – (-1) + (1) 

         = 1 + 1 + 1 

        =  3 

  

2 3 2x x 

2 3 2 0x x  

2 3 2 0x x  

  2 1 0x x  

2 3 2x x 

2 1 0x x  

2 1 0  x x 2 1x x 

0a 
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स्पष्टतिः बायाुँ पक्ष  दायाुँ पक्ष  

अतिः x =  -1 िगा समीकरि  का म ल नहीूं है। 

 

उदाहरििः-2. िाुँतचए डक x = 2, x = 3 िगा समीकरि  x2 -5x + 6 = 0 के म ल  हैं अर्िा          
     नहीूं? 

हलिः- डदए गए समीकरि x2 -5x + 6 = 0  में बायाुँ पक्ष x2 -5x + 6 ि दायाुँ पक्ष 0 है ।  बायूं पक्ष में  
 x = 2  रखने पर 

 x2 -5x + 6 

 = (2)2 -5(2) + 6 

 = 4 -10 + 6 

 = 0 

स्पष्टतिः बायाुँ पक्ष = दायाुँ पक्ष 

 इसी प्रकार x = 3 रखने पर 

 = (3)2 -5(3) + 6 

 = 9 -15 + 6 

 = 0  

स्पष्टतिः बायाुँ पक्ष = दायाुँ पक्ष 

 अतिः x = 2, x = 3  समीकरि  x2 -5x + 6 = 0  के म ल हैं। 

 

करके देखें  

 िाुँतचए डक x के डदए गए मान समीकरि के म ल हैं अर्िा नहीूं 

 (i) x2 + 6x + 5 = 0   ; x = -5, x = -1 

 (ii) 9x2 -3x - 2 = 0   ; x = 
2

3
 , x = −

1

3
 

 (iii) x2 + x + 1 = 0    ; x = 0, x = 1  

 

डद्वघात समीकरि को हल करने के तरीके  

 अब तक हमने देखा डक िगा समीकरि कैसे बनते हैं। अब हम उनके हल करने के तरीकों पर चचाा 
करेंगे। 

 𝑥2 − 7𝑥 = 0  एक िगा समीकरि है। 

 लया हम यहाुँ 𝑥 के मान पता कर सकते हैं ? 

0a 

2 1 0x x  
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   𝑥2 − 7𝑥 = 0   

   𝑥(𝑥 − 7) = 0 

 𝑥 = 0   या (𝑥 − 7) = 0 

 तब 𝑥 = 0   या 𝑥 = 7 

च ुँडक 𝑥 के मान समीकरि को सूंतुष्ट करते हैं अतिः ये इस समीकरि 𝑥2 − 7𝑥 = 0 के हल होंगे। 

इसी प्रकार (𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 0 को हल करके देखते हैं - 

  (𝑥 + 1) = 0 या (𝑥 − 2) = 0  

 𝑥 = −1        या 𝑥 = 2 

च ुँडक  के मान समीकरि को सूंतुष्ट करते हैं। 

अतिः 𝑥 = −1 ि 𝑥 = 2 समीकरि (𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 0  के म ल होंगे। 

 करके देखें  

  तनम्नतलणखत समीकरिों के हल ज्ञात कीणिए -         

  

 

गुिनखूंडन करके डद्वघात समीकरि को हल करना -                                                                                        

                  अब हम  पाठ के शुरू में वितभरन पररणस्र्ततयों से बने समीकरिों  (i), (ii) तर्ा (iii) 
को हल करके उनके चर के मान प्राप्त करेंगे। 

समीकरि (i) :  को हल करने के तलए इसकी तलुना सिासतमका 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) से 
करने पर - 

  𝑥2 − 202 = (𝑥 − 20)(𝑥 + 20) 

  (𝑥 − 20) = 0 या (𝑥 + 20) = 0 

  𝑥 − 20 = 0 या 𝑥 + 20 = 0 

   𝑥 = 20 या 𝑥 = −20 

च ुँडक लूंबाई और चौड़ाई ऋिात्मक नहीूं हो सकती इसतलए x का मान -20 नहीूं हो सकता। 

इस सरदभा में x को आयताकार बगीचे की चौड़ाई माना गया र्ा। 

 आयताकार बगीचे की चौड़ाई = 20 मीटर 
 तर्ा लूंबाई 2𝑥 = 2𝑋20 = 40 मीटर होगी।                                                                                                                         

  समीकरि (ii) : 𝑥2 + 30𝑥 − 1000 = 0 में हमें समकोि वत्रभिुाकार लयारी के शीषालूंब ि आधार 
भुिा की लूंबाई की माप ज्ञात करनी है। 







2 220 0x  
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 च ुँडक समीकरि (ii) का बायाुँ भाग एक डद्वघातीय बहुपद है, इसका गिुनखूंडन करेंगे। 

  𝑥2 + 50𝑥 − 20𝑥 − 1000 = 0 

 𝑥(𝑥 + 50) − 20(𝑥 + 50) = 0 

 => (𝑥 + 50)(𝑥 − 20) = 0   (  50𝑥 − 20𝑥 = 30𝑥) 

 => (𝑥 + 50) = 0 या (𝑥 − 20) = 0 

 => 𝑥 + 50 = 0 या 𝑥 − 20 = 0 

 => 𝑥 = −50 या 𝑥 = 20 

 अतिः समकोि वत्रभुिाकार लयारी के शीषालूंब की लूंबाई = 20 मीटर तर्ा आधार भिुा की लूंबाई  

𝑥 + 30 = 20 + 30 = 50 मीटर होनी चाडहए। 

 इसी तरह से समीकरि (iii) का गिुनखूंडन करके सूंख्याएुँ प्राप्त की िा सकती हैं। 

 नीचे डदए गए उदाहरिों में हम डद्वघात समीकरिों का गिुनखूंडन कर हल प्राप्त करेंगे।  

उदाहरििः-3. गिुनखूंडन करके तनम्नतलणखत समीकरिों को हल कीणिए - 

(i) 8𝑥2 − 22𝑥 − 21 = 0  (ii) 𝑥2 + 2√2𝑥 − 6 = 0  

(iii)  √3𝑥2 + 10𝑥 + 7√3 = 0  (iv) 
𝑥+3

𝑥−2
−

1−𝑥

𝑥
=

17

4
, 𝑥 ≠ 0   

हलिः-  (i) 8𝑥2 − 22𝑥 − 21 = 0  

  8𝑥2 − 28𝑥 + 6𝑥 − 21 = 0   

  4𝑥(2𝑥 − 7) + 3(2𝑥 − 7) = 0 

  (2𝑥 − 7)(4𝑥 + 3) = 0 

  (2𝑥 − 7) = 0  या (4𝑥 + 3) = 0 

  2𝑥 − 7 = 0  या 4𝑥 + 3 = 0 

  2𝑥 = 7   या 4𝑥 = −3 

  𝑥 =
7

2
   या 𝑥 = −

3

4
       

 अतिः 𝑥 =
7

2
, −

3

4
    समीकरि के दो म ल हैं। 

हलिः- (ii)  

      

      

    

  (𝑥 + 3√2) = 0  या (𝑥 − √2) = 0   

  𝑥 + 3√2 = 0  या 𝑥 − √2 = 0  



2 2 2 6 0x x  

2 3 2 2 6 0x x x   

   3 2 2 3 2 0x x x   

  3 2 2 0x x  
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  𝑥 = −3√2  या 𝑥 = √2  

     

 अतिः 𝑥 = −3√2, √2 समीकरि के दो म ल हैं। 

हलिः-   (iii)  

     

      

       

    या  

    या   

    या   

 अतिः        समीकरि के दो म ल हैं। 

हलिः- (iv)        

     

     

     

    

  4(2𝑥2 + 2) = 17(𝑥2 − 2𝑥) 

  8𝑥2 + 8 = 17𝑥2 − 34𝑥 

  17𝑥2 − 8𝑥2 − 34𝑥 − 8 = 0 

  9𝑥2 − 34𝑥 − 8 = 0 

  9𝑥2 − 36𝑥 + 2𝑥 − 8 = 0 

  9𝑥(𝑥 − 4) + 2(𝑥 − 4) = 0 

   

  (𝑥 − 4) + (9𝑥 + 2) = 0 

23 10 7 3 0x x  

23 10 7 3 0x x  

   3 3 7 3 0x x x   

  3 3 7 0x x  

 3 0x   3 7 0x 

3 0x   3 7 0x  

3x  

7

3
x  

3 1 17

2 4

 
 



x x

x x , 0x 

    
 

3 1 2 17

2 4

x x x x

x x

   




 2 2

2

3 2 2 17

2 4

x x x x x

x x

    




2 2

2

3 2 2 17

2 4

x x x x x

x x

    




2

2

2 2 17

2 4

x

x x






7
3,

3
x   
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  (𝑥 − 4) = 0 या (9𝑥 + 2) = 0 

  𝑥 − 4 = 0 या 9𝑥 + 2 = 0 

  𝑥 = 4  या 𝑥 = −
2

9
  

 अतिः 𝑥 = 4, −
2

9
   समीकरि के दो म ल हैं।  

 

प्रश्नािली 2 

1. िाुँतचए डक डदए गए मान समीकरि के म ल हैं अर्िा नहीूं - 

  

 2. तनम्नतलणखत डद्वघात समीकरिों के म ल ज्ञात कीणिए - 

    

 3. लया √2 समीकरि 𝑥2 + 2𝑥 − 4 = 0 का एक म ल है? 

 4. तनम्नतलणखत िगा समीकरिों का गिुनखूंडन करके उनके म ल ज्ञात कीणिए -

    
   

 

 



72 
 

डद्वघात समीकरि के अनुप्रयोग  

 हमारे िीिन में अनेक ऐसी पररणस्र्ततयाुँ होती हैं, णिन पर आधाररत कर्नों को हम िगा समीकरि के 
रूप में तलख कर उनका समाधान ढुँ  ेढते हैं। अब हम ऐसी ही कुछ पररणस्र्ततयों के तलए कर्नो को िगा 
समीकरि के रूप में तलखकर उनको हल करेंगे। 

उदाहरििः-4. यडद एक सूंख्या और उसके व्यतु्क्रम का योग   2
1

30
 है, तो सूंख्याएुँ ज्ञात   कीणिए।  

हलिः- माना डक िह सूंख्या 𝑥 है,  तब 𝑥 का व्यतु्क्रम 1

𝑥
   होगा।  

  𝑥 +
1

𝑥
= 2

1

30
 

  (𝑥2 + 1)/𝑥 = 61/30 

  30(𝑥2 + 1) = 61𝑥 

  30𝑥2 − 61𝑥 + 30 = 0 

  6𝑥(5𝑥 − 6) − 5(5𝑥 − 6) = 0 

  (5𝑥 − 6)(6𝑥 − 5) = 0 

  5𝑥 − 6 = 0 या 6𝑥 − 5 = 0 

   𝑥 =
6

5
  या 𝑥 =

5

6
  

 अतिः िे सूंख्याएुँ 𝑥 =
6

5
   तर्ा 𝑥 =

5

6
 होंगी।  

उदाहरििः-5. एक शतरूंि के बोडा के 64 िगााकार खानों में प्रत्येक खाने का के्षत्रफल 6.25 िगा सेमी. है। 
इस बोडा के चारों तरफ 2 सेमी. चौड़ाई के बाडार बने हैं। शतरूंि के बोडा की एक भुिा की माप ज्ञात कीणिए। 

हलिः- माना डक शतरूंि के बोडा की बॉडार सडहत माप 𝑥 सेमी. है,  

 तब बॉडार की माप = 2+2 =4 सेमी.  

 बॉडार के वबना शतरूंि के बोडा का के्षत्रफल = (𝑥 − 4)2 

 शतरूंि के बोडा में 64 िगााकार खाने हैं,  

 णिनमें से प्रत्येक का के्षत्रफल 6.25 िगासेमी. है।  

   

 =>   

 =>  

 =>  

 =>  

 =>  

 => 𝑥 − 24 = 0 या 𝑥 + 16 = 0    



  
2

4 64x  

2 8 16 400x x  

2 8 384 0x x  

2 24 16 384 0x x x   

   24 16 24 0x x x   

  24 16 0x x  
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 => x=24  या 𝑥 = −16 

 शतरूंि बोडा की माप ऋिात्मक नहीूं हो सकती,  

 अतिः शतरूंि के बोडा की एक भुिा की माप 24 सेमी. होगी।  

 

उदाहरििः-6. कक्षा 10 की टेस्ट परीक्षा में मोहन के गणित और विज्ञान विषयों में प्राप्ताकों का योग 28 है। यडद 
उसका गणित का प्राप्ताूंक पहले से 3 अतधक और विज्ञान का प्राप्ताूंक पहले से 4 कम हो िाए तो उसके दोनों 
विषयों के प्राप्ताकों का गिुनफल 180 हो िाता है। गणित और विज्ञान विषयों में मोहन के प्राप्ताूंक ज्ञात 
कीणिए।  

 

हलिः-  यडद मोहन को गणित में 𝑥 अूंक तमले हों, तब उसके विज्ञान विषय के अूंक = 28 − 𝑥 होंगे।  

 िब मोहन को गणित में पहले से 3 अूंक अतधक तमले. 

 तब उसके गणित के अूंक  = 𝑥 + 3 

 और विज्ञान में पहले से 4 अूंक कम तमले तब उसके विज्ञान के अूंक = 28 − 𝑥 − 4 

 उसके गणित और विज्ञान के इन अूंकाूंेे का गिुनफल = 180   (डदया है।) 
  (𝑥 + 3)(28 − 𝑥 − 4) = 180 

  (𝑥 + 3)(24 − 𝑥) = 180 

  −𝑥2 − 3𝑥 + 24𝑥 + 72 = 180 

  −𝑥2 + 21𝑥 + 72 − 180 = 0 

  −𝑥2 + 21𝑥 − 108 = 0 

        𝑥2 − 12𝑥 − 9𝑥 − 108 = 0 
       𝑥(𝑥 − 12) − 9(𝑥 − 12) = 0 

      (𝑥 − 12)(𝑥 − 9) = 0 

       𝑥 − 12 = 0 या 𝑥 − 9 = 0 

       𝑥 = 12  या 𝑥 = 9 

 िब    𝑥 = 12  =>      28 − 𝑥 = 28 − 12 = 16 

 िब     𝑥 = 9  =>      28 − 𝑥 = 28 − 9 = 19 

    

  

 

इसतलए िब मोहन को गणित में 12 अूंक तमले हों तब विज्ञान में उसके प्राप्ताूंक 16 होंगे। 
या उसे गणित में 9 अूंक तमले हों तब उसके विज्ञान के प्राप्ताूंक 19 होंगे। 
उदाहरििः-7. एक व्यवक्त की ितामान आय,ु उसके पतु्र की ितामान आय ुके िगा के बराबर है। यडद 1 िषा पहले 
उस व्यवक्त की आय ुउसके पतु्र की आय ुकी 8 गनुी र्ी तो दोनों की ितामान आय ुज्ञात कीणिए।  

हलिः-  माना डक पतु्र की ितामान आय ु= 𝑥 िषा  

 तब व्यवक्त की ितामान आय ु= 𝑥2 िषा  


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 1 िषा पहले पतु्र की आय ु= 𝑥 − 1 िषा  

 तर्ा 1 िषा पहले व्यवक्त की आय ु= 𝑥2 − 1 िषा  

  1 िषा पहले व्यवक्त की आय,ु पतु्र की आय ुकी 8 गनुी र्ी, 

    

    

    

    

    

       

   𝑥 − 7 = 0 या 𝑥 − 1 = 0 

   𝑥 = 7  या 𝑥 = 1 

  𝑥 = 1   के तलए वपता ि पतु्र की आय ु1 िषा है, िो डक सूंभि नहीूं है। 

 अतिः  𝑥 = 7  लेने पर  

  पतु्र की ितामान आय ु𝑥 = 7 िषा एिूं  

  वपता की ितामान आय ु𝑥2 = 72 = 49 िषा  

उदाहरििः-8. एक आयताकार खेत का पररमाप 82 मीटर है तर्ा उसका के्षत्रफल 400 िगामीटर है। खेत की 
चौड़ाई ज्ञात कीणिए। 
हलिः- माना डक आयताकार खेत की चौड़ाई 𝑥 मीटर है।  

 आयताकार खेत का पररमाप = 82 मीटर  

  2(लूंबाई + चौड़ाई) = 82 मीटर 

  (लूंबाई + चौड़ाई) = 41 मीटर 

  लूंबाई + 𝑥  = 41 मीटर 

  लूंबाई =  41 − 𝑥  मीटर 

  आयताकार खेत का के्षत्रफल = 400 िगा मीटर  

  लूंबाई X चौड़ाई = 400 िगा मीटर  

   

   

   

  2 1 8 1x x  

2 1 8 8x x  

2 8 7 0x x  

2 7 7 0x x x   

   7 1 7 0x x x   

  7 1 0x x  

 41 400x x 

241 400x x 

2 41 400 0x x   



75 
 

   

   

   

     

  𝑥 − 25 = 0 या 𝑥 − 16 = 0 

  𝑥 = 25  या 𝑥 = 16 

 अतिः आयताकार खेत की चौड़ाई 16 मीटर और लूंबाई 25 मीटर होगी। 𝑥 के दोनों मानों में एक लूंबाई 
और द सरी चौड़ाई को व्यक्त करेगा।  

उदाहरििः-9. कुछ विद्यातर्ायों ने वपकतनक में िाने की योिना बनाई। उरहोंने भोिन पर व्यय के तलए 500 
रुपये इकट्ठे डकये, लेडकन उनमें से 5 विद्यार्ी वपकतनक में नहीूं िा पाए, णिससे प्रत्येक विद्यार्ी को भोिन पर 
व्यय के तलए 5 रुपये अतधक देने पड़े। बताइए डक वपकतनक पर डकतने विद्यार्ी गए? 

हलिः-  माना डक वपकतनक की योिना बनाने िाले विद्यातर्ायों की सूंख्या 𝑥 है। 

  𝑥 विद्यातर्ायों द्वारा भोिन व्यय हेत ुदी गई रातश = 500 रुपये 

  एक विद्यार्ी द्वारा भोिन व्यय हेतु दी गई रातश =  500

𝑥
  रुपये 

 परूंतु 5 विद्यातर्ायों की सूंख्या कम हो गई,  

 तब वपकतनक में िाने िाले विद्यातर्ायों की सूंख्या = 𝑥 − 5 

 अब 𝑥 − 5 विद्यातर्ायों द्वारा भोिन पर व्यय हेतु दी गई रातश = 500 रुपये  

 अतिः एक विद्यार्ी द्वारा भोिन व्यय हेतु दी गई रातश =   
500

𝑥−5
  रुपये 

 प्रश्न के अनसुार, 5 विद्यातर्ायों के वपकतनक में नहीूं िाने से प्रत्येक विद्यार्ी को   भोिन व्यय 
के तलए 5 रुपये अतधक देने पड़े।  

    

  

    

  

  

  

  

2 41 400 0x x  

2 25 16 400 0x x x   

   25 16 25 0x x x   

  25 16 0x x  

500 500
5

5x x
 



 

 

500 500 5
5

5

x x

x x

 




  
 

500 5
5

5

x x

x x

 




 

 

500 5
5

5

x x

x x

 




2500
5

5
x x

 
 

2 5 500 0x x  
2 25 20 500 0x x x   
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 𝑥 − 25 = 0 या 𝑥 + 20 = 0 

 𝑥 = 25  या 𝑥 = −20 

 विद्यातर्ायों की सूंख्या ऋिात्मक नहीूं हो सकती,अतिः 𝑥 = 25   होगा। 
 वपकतनक पर िाने िाले विद्यातर्ायों की सूंख्या 𝑥 − 5 = 25 − 5 = 20 होगी। 

 

उदाहरििः-10. एक व्यवक्त ने 80 रुपये में कुछ डकताबें खरीदीूं। यडद उसे इतने ही रुपयों में खरीदी हुई डकताबों 
से 4 डकताबें ज्यादा तमली होती, तो प्रत्येक डकताब की कीमत पहले से एक रुपये कम हो िाती। बताइए उसने 
डकतनी डकताबें खरीदी? 

 

हलिः- माना डक खरीदी गई डकताबों की सूंख्या 𝑥 है,   

 𝑥   डकताबों की कीमत = 80 रुपये  
  1 डकताब की कीमत = 80

𝑥
    रुपये 

 यडद उसे 4 डकताबें और तमली होतीूं तब डकताबों की सूंख्या 𝑥 + 4 हो िाती         
 𝑥 + 4  डकताबों की कीमत = 80 रुपये  

  1 डकताब की कीमत = 80

𝑥+4
    रुपये 

 प्रश्न के अनसुार = 80

𝑥+4
    रुपये, 

80

𝑥
   रुपये से 1 रुपये कम है- 

   

 

   

 

   

   

   

   

   

   

   25 20 25 0x x x   

  25 20 0x x  



80 80
1

4x x
 



80 80
1

4x x
 



1 1
80 1

4x x

 
   

 
4

80 1
4

x x

x x

  
 

 

 2

80 4
1

4x x






2320 4x x 

2 4 320 0x x  
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  𝑥 + 20 = 2 या   𝑥 − 16 = 0 

  𝑥 = −20 (अग्राह्य) या 𝑥 = 16 

  

 अतिः डकताबों की सूंख्या = 16 

 

डद्वघात (िगा) समीकरि को प िा िगा बनाकर हल करना 

 अब तक हमने डद्वघात (िगा) समीकरिों को गिुनखूंड वितध से हल करना सीखा है। यहाुँ हम एक 
अरय वितध की चचाा करेंगे। इस वितध में समीकरि को (𝑥 − 𝑎)2 या (𝑥 + 𝑎)2 के रूप में पररिततात करते हैं। 
ऐसा करने के तलए हमें समीकरि के दोनों पक्षों  

में कुछ विशेष पदों को िोड़ने की आिश्यकता होती है।    

 तनम्नतलणखत उदाहरिों में इस वितध का उपयोग डकया गया है-  

उदाहरि:-11. िगा समीकरि  को प िा िगा वितध से हल कीणिए ।  

हलिः-  𝑥2 + 6𝑥 = 0 

  𝑥2 + 2𝑥𝑋3 = 0 

 समीकरि को प िा िगा बनाने के तलए 2𝑥 के गिुाूंक 3 के िगा को दोनों पक्षों में िोड़ने पर  

  𝑥2 + 2𝑥𝑋3 + 32 = 32 

  𝑥2 + 2𝑋𝑥𝑋3 + 32 = 9 

  (𝑥 + 3)2 = 9 (सिासतमका 𝑥2 + 2𝑥𝑎 + 𝑎2 = (𝑥 + 𝑎)2 के द्वारा)  

   

       

  

              (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
   𝑥 + 3 = +3 
 𝑥 = 3 − 3 
 𝑥 = 0 

   𝑥 + 3 = −3 
 𝑥 = −3 − 3 
 𝑥 = −6 

 

  

2 20 16 320 0x x x   

   20 16 20 0x x x   

  20 16 0x x  

2 6 0x x 
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 हम देख सकते हैं डक 𝑥2 − 6𝑥 + 5 = 0 में उभयतनष्ठ होने से हम समीकरि को 𝑥(𝑥 + 6) = 0  तलख 
सकते हैं। इसमें स्पष्ट है 𝑥 = 0 अर्िा 𝑥 = −6 अतिः कोई भी तरीका उपयोग करें सिाल का हल नहीूं 
बदलेगा। 

उदाहरििः-12. िगा समीकरि 𝑥2 − 6𝑥 + 5 = 0 को प िा िगा वितध से हल कीणिए । 

हलिः-  𝑥2 − 6𝑥 + 5 = 0 

       𝑥2 − 2𝑥X3 + 5 = 0 

 
       𝑥2 − 2𝑥X3 = −5   

 समीकरि के दोनों पक्षों में 2𝑥 के गिुाूंक 3 का िगा िोड़ने पर 

 𝑥2 − 2𝑥𝑋3 + 32 = 5 + 32 

 (𝑥 − 3)2 = −5 + 9                                         [𝑥2 − 2𝑥𝑎 + 𝑎2 = (𝑥 − 𝑎)2] 

 ((x − 32 = 4) 

 𝑥 − 3 = ±√4 
 𝑥 − 3 = ±2 

  

 

               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 𝑥 − 3 = +2 
 𝑥 = 2 + 3 
 𝑥 = 5 

  𝑥 − 3 = −2 
 𝑥 = −2 + 3 
 𝑥 = 1 

     

  इसमें बहुपद 𝑥2 − 6𝑥 + 5 के मध्य पद को तोड़कर हम देखते हैं डक  (𝑥 − 5)(𝑥 − 1) = 0

   समीकरि है अतिः 𝑥 = 5  ि 𝑥 = 1 म ल हैं। डकरतु यहाुँ उभयतनष्ठ नहीूं तमलता। 

उदाहरििः-13. िगा समीकरि 𝑥2 −
5

2
𝑥 − 3 = 0  को हल कीणिए।  

हलिः-  𝑥2 −
5

2
𝑥 − 3 = 0   

 𝑥2 −
5

2
𝑥 = 3 

=>  

 

    

 2𝑥 के गिुाूंक 
5

4
 का िगा दोनों पक्षों में िोड़ने पर 

   

2 5
2 3

4
x x  

2 2

2 5 5 5
2 3

4 4 4
x x

   
       

   

2 1 5
2 3

2 2
x x   
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               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 लया इस समीकरि का हल बहुपद में से उभयतनष्ठ बहुपद ढ ूंढकर अर्िा मध्यपद को तोड़कर तनकाल 
सकते हैं? 

उदाहरििः-14. िगा समीकरि 2𝑥2 − 7𝑥 + 3 = 0 को हल  कीणिए।  

हलिः-  2𝑥2 − 7𝑥 + 3 = 0 

  2𝑥2 − 7𝑥 = −3   

 समीकरि के दोनों पक्षों में 2 का भाग देने पर 

  𝑥2 −
7

2
𝑥 = −

3

2
 

      

       

       (2𝑥 के गिुाूंक 7

4
 का िगा दोनों   

        पक्षों में िोड़ने पर) 

2
5 25

3
4 16

x
 

   
 

2
5 25 48

4 16
x

 
  

 

2
5 73

4 16
x

 
  

 

5 73

4 16
x   

5 73

4 16
x  

5 73

4 16
x  

5 73

4 4
x  

5 73

4
x




5 73

4 16
x  

5 73

4 4
x  

5 73

4
x




2 1 7 3
2

2 2 2
x x    

7 1 7 7
2 2

2 2 2 4

 
     

 

2 2

2 7 7 3 7
2

4 4 2 4
x x

   
        

   
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     [𝑥2 − 2𝑥𝑎 + 𝑎2 = (𝑥 − 𝑎)2] 

 

       

   

    

  

               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

𝑥 =
2

4
 

𝑥 =
1

2
 

      

लया इसे मध्य पद को तोड़कर हल कर सकते हैं? करके देखें। 

 करके देखें  

तनम्नतलणखत िगा समीकरिों को प िा िगा वितध से हल कीणिए- 

(i)   (ii)  

 

(iii)   

 

 

उदाहरििः-15. को हल कीणिए। 

हलिः- माना डक 𝑥 =  

    (दोनों पक्षों का िगा करने पर)  

2
7 3 49

4 2 16
x

 
    

 

2
7 24 49

4 16
x

  
  

 

2
7 25

4 16
x

 
  

 

7 25

4 16
x   

7 5

4 4
x   

7 5

4 4
x   

5 7

4 4
x  

12

4
x 

3x 

7 5

4 4
x   

5 7

4 4
x   

2 3
3 0

4
x x  

22 5 3 0x x  

29 15 6 0x x  

6 6 6 ....................  

6 6 6 ....................  

6x x 
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  𝑥2 = 6 + 𝑥 

  𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 

  𝑥(𝑥 − 3) + 2(𝑥 − 3) = 0 

  (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) = 0 

  (𝑥 − 3) = 0  या (𝑥 + 2) = 0  

  𝑥 = 3   या 𝑥 = −2 

 अतिः  𝑥 = 3, −2 

 

प्रश्नािली - 3 

1. तनम्नतलणखत समीकरिों को प िा िगा वितध से हल कीणिए- 

   

2.   को हल कीणिए।  

3. दो क्रमागत प्राकृत सूंख्याओूं के िगों का योग 85 है, सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए।  

4. दो क्रमागत प्राकृत सूंख्याओूं का गिुनफल 20 है, सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए। 

5. दो सूंख्याओूं का योग 48 तर्ा उनका गिुनफल 432 है, सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए। 

6. एक समकोि वत्रभुि का के्षत्रफल 165 िगा मीटर है। यडद समकोि वत्रभिु के शीषालूंब की लूंबाई उसकी 
आधार भिुा से 7 मीटर अतधक हो तो शीषालूंब की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

7. फलों की आयताकार लयारी का पररमाप 76 मीटर तर्ा के्षत्रफल 357 िगामीटर है। लयारी की लूंबाई तर्ा 
चौड़ाई ज्ञात कीणिए। 

8. एक आयताकार पाका  का के्षत्रफल 100 िगामीटर है। पाका  की लूंबाई उसकी चौड़ाई से 15  मीटर अतधक है। 
पाका  के चारों ओर तार की िाली का घेरा लगिाया िाना है। यडद एक िगामीटर तार की िाली की कीमत 5 
रुपये है, तब पाका  के चारों ओर तार की िाली लगाने की लागत ज्ञात कीणिए। 

.9.  एक व्यवक्त और उसके पतु्र की ितामान आय ुका योग 45 िषा है। 5 िषा प िा दोनों की  आय ुका गिुनफल 
उस व्यवक्त की आय ुका 4 गनुा र्ा। दोनों की ितामान आय ुज्ञात  कीणिए। 

10. नीलमणि की 5 िषा प िा की आय ुतर्ा 8 िषा प िा की आय ुका गिुनफल 40 है। नीलमणि की ितामान 
आय ुज्ञात कीणिए। 

 
2

2 6x x 

7 7 7 7.........  
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11. कुछ विद्यातर्ायों ने वपकतनक में िाने की योिना बनाई। उरहोंने भोिन पर व्यय के तलए 480 रुपये इकट्ठे 
डकये, लेडकन उनमें से 8 विद्यार्ी वपकतनक में नहीूं िा पाए,  णिससे प्रत्येक विद्यार्ी को भोिन पर व्यय के 
तलए 10 रुपये अतधक देने पड़े। बताइए डक वपकतनक पर डकतने विद्यार्ी गए? 

12. कक्षा 10 की टेस्ट परीक्षा में कमल के अूंगे्रिी और गणित विषयों के प्राप्ताूंकों का योग 40    है। यडद 
गणित विषय में उसके प्राप्ताूंक पहले की तुलना में 3 अतधक और अूंगे्रिी विषय में प्राप्ताूंक पहले की तुलना में 
4 कम हो िाए तो उसके दोनों विषयों के प्राप्ताूंकों का गिुनफल 360 हो िाता है। गणित और अूंगे्रिी में कमल 
के प्राप्ताूंक ज्ञात कीणिए।  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

िगा समीकरि हल करने का स त्र:- 

डद्वघात (िगा) समीकरि का मानक रूप 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 होता है, िहाुँ 𝑎, 𝑏, 𝑐 िास्तविक सूंख्याएुँ और 𝑎 ≠

0 

  𝑥2 के गिुाूंक से समीकरि में भाग करने पर  

  𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
= 0 

 

  𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 = −

𝑐

𝑎
 

 

   

 𝑥2 + 2
𝑏

2𝑎
𝑥 = −

𝑐

𝑎
  ( 2𝑥 के गिुाूंक का िगा करके दोनों पक्षों में िोड़ने पर)  

 𝑥2 + 2
𝑏

2𝑎
𝑥 + (

𝑏

2𝑎
)

2

= −
𝑐

𝑎
+ (

𝑏

2𝑎
)

2

 

 
 

                    श्रीधराचाया एक चर िाले डद्वघातीय )िगा (समीकरि को हल करने िाले प्रर्म भारतीय 
गणितज्ञ रे्। इरहोंने अूंकगणित, ज्यातमतत, िगाम ल तर्ा घनम ल इत्याडद के्षत्रों में भी काया डकया र्ा। 
ब्रह्मगुप्त )628 ई  (.एिूं भास्कराचाया  ) 1150 ई  (.के बीच के काल में श्रीधराचाया ) 750 ई  (.सिामारय 
गणितज्ञ रे्। श्रीधराचाया के बारे में कहा गया है डक उत्तर में डहमालय से दणक्षि के मलयपिात तक 
और प िा तर्ा पणश्चमी समुि की सीमा तक श्रीधराचाया की तुलना का कोई गणितज्ञ नहीूं रहा है। 
इरहोने िगा समीकरि के तलए  

तनम्न स त्र डदया :-  

   चतुराहत िगा समै रूपैिः पक्ष द्वयूं गुियेत।् 
   अव्यक्त िगा रूपैयुाक्तौ पक्षौततो म लम।्। 
                  

      -  पाटी गणित एिूं गणित के इततहास से 

       लेखक - िेिुगोपाल एिूं डॉ .हेरर  

भारतीय गणितज्ञ   श्रीधराचाया 
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 (𝑥 +
𝑏

2𝑎
)

2

=
−4𝑎𝑐+𝑏2

4𝑎2  

 (𝑥 +
𝑏

2𝑎
)

2

=
𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2  

   (िगाम ल लेने पर)  

  

  

  

 

 सोचें एिूं चचाा करें  

3𝑥2 + 7𝑥 + 1 = 0 को डकस-डकस वितध से हल डकया िा सकता है? लया सबसे हल एक िसेै आएगा? प िा 
िगा वितध ि मध्य पद तोड़ने की वितध लयों आसान नहीूं है? 

आइए अब िगा समीकरि हल करते हैं  

उदाहरििः-16. िगा समीकरि (𝑥 − 1)(2𝑥 − 1) = −2 को हल कीणिए। 

हलिः-  (𝑥 − 1)(2𝑥 − 1) = −2 

  2𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1 = 0 

  2𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 0    

  समीकरि की तलुना मानक समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर  

  𝑎 = 2, 𝑏 = −3, 𝑐 = 1 

 

 

 

 

 

 

 स त्र   में मान रखने पर  
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               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 
 

𝑥 =
3 + 1

4
=

4

4
 

 
𝑥 = 1 

 

 
 

𝑥 =
3 − 1

4
=

2

4
 

 

𝑥 =
1

2
 

 

  अतिः 𝑥 = 1,
1

2
    समीकरि के म ल हैं। 

 

 

करके देखें 

तनम्नतलणखत समीकरिों को हल कीणिएिः- 

(i) 3𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0   (ii) 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0 

 

डद्वघात (िगा) समीकरि के विभेदक (विविक्तकर) (Discriminant of Quadratic Equation) 

 डद्वघात समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 में      होता है। स त्र में 𝑏2 − 4𝑎𝑐  
को ही डद्वघात (िगा) समीकरि का विभेदक (विविक्तकर) कहा िाता है। इसे 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 तलखा िाता है। 
इसे विभेदक इसतलए कहते हैं डक यह डद्वघातीय समीकरि के दोनों हलों के बीच विभेद करता है। यह श रय हो 
तो दोनों हल बराबर होते हैं।  

आइए कुछ डद्वघात समीकरिों के विभेदक ज्ञात करना सीखते हैं- 
 

उदाहरििः-17. िगा समीकरि 4𝑥2 − 4𝑥 + 1 = 0 का विभेदक ज्ञात कीणिए। 

हलिः- समीकरि 4𝑥2 − 4𝑥 + 1 = 0 की तलुना मानक िगा समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0            
 से करने  पर  

 यहाुँ  𝑎 = 4, 𝑏 = −4, 𝑐 = 1 

 विभेदक  𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  

   𝐷 = (−4)2 − 4𝑋4𝑋1 

   𝐷 = 16 − 16 

3 9 8

4
x
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   𝐷 = 0 

उदाहरििः-18. िगा समीकरि 2𝑥2 + 5𝑥 + 5 = 0 का विभेदक ज्ञात कीणिए। 

हलिः- 2𝑥2 + 5𝑥 + 5 = 0 की तलुना मानक िगा समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर   

 यहाुँ 𝑎 = 2, 𝑏 = 5, 𝑐 = 5 

  𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

  𝐷 = 52 − 4 𝑋 2 𝑋 5 

  𝐷 = 25 − 40 

  𝐷 = −15 

उदाहरििः-19. िगा समीकरि  का विभेदक ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  समीकरि  की तलुना मानक िगा समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0                
 से करने पर 𝑎 = 3, 𝑏 = −2√8, 𝑐 = 2 

  𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

   

  𝐷 = 4 𝑋 8 − 24 

  𝐷 = 32 − 24 

  𝐷 = 8  
 

करके देखें 

तनम्नतलणखत िगा समीकरिों के विभेदक ज्ञात कीणिए- 

 (i) 2𝑥2 − 2√2𝑥 + 1 = 0  (ii) 16𝑥2 + 24𝑥 + 9 = 0 

 (iii) 9𝑥2 − 10𝑥 + 15 = 0  (iv) 𝑥2 + 16𝑥 + 64 = 0 

 

िगा समीकरि के म लों की प्रकृतत (Nature of Roots of Quadratic Equation):- 

 ऊपर के उदाहरिों में हमने वितभरन िगा समीकरिों के विभेदक स त्र 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  की सहायता से 
प्राप्त डकए। उदाहरिों में D के मान क्रमशिः 0, -15, 8 प्राप्त हुए। D  के ये मान श रय, ऋिात्मक एिूं धनात्मक 
सूंख्या के रूप में प्राप्त हुए हैं। इसका अर्ा है डक विभेदक श रय, ऋिात्मक या धनात्मक हो सकते हैं। लया ऐसा 
होने से िगा समीकरि के म लों के बारे में कोई खास िानकारी तमलती हैेै? आइए इसका पता लगाते हैं।  

 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 िहाुँ   a,b,c  िास्तविक सूंख्याएुँ हैं और 𝑎 ≠ 0  के म ल ज्ञात करने का स त्र 
तनम्न है-  

   

  यहाुँ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝐷 है,  

23 2 8 2 0x x  

23 2 8 2 0x x  
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 अर्ाात 

   

अब तनम्न तीन णस्र्ततयों की चचाा करते हैंिः-  

 

णस्र्तत-1  यडद D = 0 तब  

   

   

               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 

 
 

 

 

  

  यहाुँ 𝑥 के दोनों मान अर्ाात म ल िास्तविक सूंख्याएुँ हैं और समान भी हैं। 

 तनष्कषा:- यडद D = 0 हो तब िगा समीकरि के दोनों म ल िास्तविक ि समान होते हैं। 

 

णस्र्तत-2  यडद D = कोई धनात्मक सूंख्या हो, तब  

 माना D = 49 

   

   
               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 

𝑥 =
−𝑏 + 7

2𝑎
 

 

𝑥 =
−𝑏 − 7

2𝑎
 

       

 यहाुँ 𝑥 के दोनों मान अर्ाात म ल िास्तविक सूंख्याएुँ हैं और असमान हैं।  

 तनष्कषा:- यडद D>0  अर्ाात धनात्मक हो तब िगा समीकरि के दोनों म ल िास्तविक ि असमान होते 
हैं।    

णस्र्तत-3  यडद D = कोई ऋिात्मक सूंख्या हो , तब  
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𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  म लों की प्रकृतत में विभेद 
)अरतर (इसतलए इसे विभेदक करता है। 

या विविक्तकर कहा िाता है। 
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 िैसे D = -81 

   

 ऋिात्मक सूंख्याओूं का िगाम ल अतधकणल्पत या काल्पतनक होता है।  

               (+) तचह्न लेने पर                 (-) तचह्न लेने पर 
 

 
 

 

 

  यहाुँ 𝑥 के दोनों मान अर्ाात म ल असमान हैं लेडकन ऋिात्मक सूंख्या के िगाम ल होने के 
कारि काल्पतनक हैं।  

 तनष्कषा:- यडद D<0  अर्ाात ऋिात्मक हो तब िगा काल्पतनक एिूं असमान होते हैं। 

म लों की प्रकृतत पहचानना   

 अब हम कुछ उदाहरिों से िगा समीकरि के म लों की प्रकृतत की पहचान करना सीखेंगे- 

उदाहरििः-20. 𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0 के म लों की प्रकृतत बताइए।  

हलिः- 𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0 की तलुना 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर  

  𝑎 = 1, 𝑏 = −4, 𝑐 = 4 

  विभेदक  𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 में मान रखने पर            

           𝐷 = (−4)2 − 4 𝑋 1 𝑋 4 

 𝐷 = 16 − 16 

 𝐷 = 0 

 डदए गए िगा समीकरि का विभेदक श रय है, अतिः इस समीकरि के दोनों म ल समान हैं। 
उदाहरििः-21.  िगा समीकरि 𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 के म लों की प्रकृतत बताइए। 
हलिः-   िगा समीकरि  𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 की तुलना 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  से करने पर 

   𝑎 = 1, 𝑏 = −5, 𝑐 = 6 

  विभेदक 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 में मान रखने पर       

  𝐷 = (−5)2 − 4 𝑋 1 𝑋 6 

  𝐷 = 25 − 24 

  𝐷 = 1 

  𝐷 > 0 (धनात्मक) 

  च ुँडक डदए गए िगा समीकरि का विभेदक धनात्मक है अतिः इस समीकरि   
 के दोनों म ल िास्तविक एिूं असमान होंगे। 
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उदाहरििः-22. िगा समीकरि 4𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 के म लों की प्रकृतत बताइए। 
हलिः-   िगा समीकरि 4𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 की तुलना 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  से करने पर- 

  𝑎 = 4, 𝑏 = −1, 𝑐 = 1 

  विभेदक 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 में मान रखने पर       

  𝐷 = (−1)2 − 4 𝑋 4  𝑋 1 

  𝐷 = 1 − 16 

  𝐷 = −15   (ऋिात्मक) 

 च ुँडक डदए गए िगा समीकरि का विभेदक ऋिात्मक है अतिः इस समीकरि के दोनों म ल काल्पतनक 
एिूं असमान होंगे। 

 करके देखें  

 तनम्नतलणखत समीकरिों के म लों की प्रकृतत ज्ञात कीणिए- 

(i) 𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0   (ii) 2𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0  

 (iii) 2𝑥2 + 5𝑥 + 5 = 0  (iv) 2𝑦2 − 2√6𝑦 + 3 = 0 

  

डद्वघात समीकरि के अचर गिुाूंक पता करना  

 म लों की प्रकृतत के आधार पर डकसी डद्वघात समीकरि में चर के अचर गिुाूंक का मान   ज्ञात 
कर सकते हैं। इसे तनम्नतलणखत उदाहरि से समिते हैं-  

उदाहरििः-23. डद्वघात समीकरि 9𝑥2 + 2𝑘𝑥 + 4 = 0 में 𝑘 का मान ज्ञात कीणिए। यडद िगा         
समीकरि के म ल समान हैं।  
हलिः- डद्वघात समीकरि 9𝑥2 + 2𝑘𝑥 + 4 = 0 की तलुना डद्वघात(िगा) समीकरि के मानक रूप   

 

  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर 𝑎 = 9, 𝑏 = 3𝑘, 𝑐 = 4 

  𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐   में मान रखने पर 

  𝐷 = (3𝑘)2 − 4 𝑋 9 𝑋 4 

  𝐷 = 9𝑘2 − 144   

 म ल समान होने पर 𝐷 = 0 होता है।  

   अर्ाात 9𝑘2 − 144 = 0 

    9𝑘2 = 144 

    𝑘2 =
144

9
 

    𝑘2 = 16 

    𝑘 = ±4 
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यडद म ल असमान ि िास्तविक हों तो 𝑘 के मान के बारे में हम लया कह सकते हैं? 

 

करके देखें 

तनम्नतलणखत िगा समीकरिों में  का मान ज्ञात कीणिए णिससे िगा समीकरि के म ल िास्तविक एिूं समान 
हों:- 

(i) 16𝑥2 + 𝑘𝑥 + 9 = 0  (ii) 3𝑥2 − 2√8𝑥 + 𝑘 = 0  

(ii) यडद इन दोनों सिालों में म ल काल्पतनक हों तो 𝑘 के बारे में हम लया कह सकते हैं? 

 

प्रश्नािली - 4   

1. तनम्नतलणखत समीकरिों के विभेदक ज्ञात कीणिए-  

 (i) 𝑥2 − 4𝑥 + 2 = 0  (ii) (𝑥 − 1)(2𝑥 − 1) = 0   

 (iii) √3𝑥2 + 2√2𝑥 − 2√3 = 0 (iv) 𝑥2 − 4𝑥 + 𝑎 = 0 

 (v) 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥 = 0 

 

2. तनम्नतलणखत िगा समीकरिों के म लों की प्रकृतत ज्ञात कीणिए- 

 (i) 𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0  (ii) 2𝑥2 + 2𝑥 + 2 = 0   

 (iii) 3𝑥2 − 2√6𝑥 + 2 = 0  (iv) 𝑥2 + 2√5𝑥 − 1 = 0 

 (v) 3

5
𝑥2 −

2

3
𝑥 + 1 = 0 

3. . 𝑘 का मान ज्ञात कीणिए िबडक डदए गए समीकरि के म ल िास्तविक ि समान हों-  

 (i) 2𝑥2 − 10𝑥 + 𝑘 = 0  (ii) 𝑘𝑥2 − 5𝑥 + 𝑘 = 0   

 (iii) 2𝑥2 + 𝑘𝑥 +
9

8
= 0  (iv)         9𝑥2 − 𝑘𝑥 + 16 = 0 

 (v) 𝑘𝑥2 + 4𝑥 + 1 = 0   

4. तनम्नतलणखत िगा समीकरिों को स त्र की सहायता से हल कीणिए - 

 (i) 9𝑥2 + 7𝑥 − 2 = 0  (ii) 6𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0   

 (iii) 6𝑥2 + 7𝑥 − 10 = 0  (iv)         2𝑥2 − 9𝑥 + 7 = 0 

 (v) 𝑥2 − 7𝑥 − 5 = 0  (vi) 4 − 11𝑥 = 3𝑥2   

 (vii) 9𝑥2 − 4 = 0   (viii) √3𝑥2 − 10𝑥 − 8√3 = 0 

 (ix) 2𝑥2 + 𝑥 − 6 = 0  (x) 2𝑥2 − 2√6𝑥 + 3 = 0 

       

  डद्वघात समीकरि के म ल एिूं गुिाूंकों में सूंबूंध - 
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डद्वघातीय बहुपद में हमने बहुपद के श रयक एिूं गिुाूंकों में सूंबूंध देखा र्ा, िही सूंबूंध 
डद्वघातीय समीकरिों के म लों एिूं गिुाूंकों में भी होता है। 

माना समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 के म ल α एिूं β हैं ,िहाुँ 𝑎 ≠ 0; 𝑎, 𝑏, 𝑐 

िास्तविक सूंख्या है। तब  (x- α)(x- β) = 0 या 𝑥2 − (α + β)𝑥 + αβ = 0 िगा 
समीकरि होगा।.........................(1) िगा समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 को 

तनम्नतलणखत रूप में भी तलखा िा सकता है- 

  𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
= 0.........................(2) 

हम देखते हैं डक समीकरि (1) ि (2) दोनों ही एक ही समीकरि के दो रूप हैं अतिः इनकी तुलना करने पर 
हम पातें हैं , 

  म लों का योगफल  α + β = −
b

a
 

तर्ा  म लों का गिुनफल  αβ =
c

a
 

 

 

उदाहरििः-24. 𝑥2 − 5𝑥 − 24 = 0 के म लों का योगफल एिूं गिुनफल ज्ञात कीणिए। 

हलिः- समीकरि 𝑥2 − 5𝑥 − 24 = 0  की तलुना 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर  

  𝑎 = 1, 𝑏 = −5, 𝑐 = −24  

 म लों का योगफल  = −
𝑏

𝑎
 

  म लों का योगफल   =
−(−5)

1
 

     =
5

1
 

     = 5        

  म लों का गिुनफल =
𝑐

𝑎
  

  म लों का गिुनफल = −
24

1
 

     = −24 

 

उदाहरििः-25. 3𝑥2 + 2𝑥 + 7 = 0 के म लों का योगफल एिूं गिुनफल ज्ञात कीणिए। 

हलिः- समीकरि 3𝑥2 + 2𝑥 + 7 = 0 की तलुना 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 से करने पर    
  𝑎 = 3, 𝑏 = 2, 𝑐 = 7 

  म लों का योगफल  = −
𝑏

𝑎
 

  म लों का योगफल  = −
2

3
 

  म लों का गिुनफल =
𝑐

𝑎
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  म लों का गिुनफल =
7

3
  

 

 

सोचें एिूं चचाा करें 

म ल ज्ञात होने पर लया िगा समीकरि बनाया िा सकता है? “बहुपद” अध्याय की अिधारिाओूं एिूं म ल ि 
गिुाूंकों के सूंबूंधों के आधार पर िगा समीकरि के बनाए िा सकने की सूंभािनाओूं की चचाा अपने सातर्यों से 
करें।  

म ल ज्ञात होने पर डद्वघात समीकरि बनानािः-  

 हमने इस अध्याय में अब तक डद्वघात समीकरि डदए होने पर उसके म ल ज्ञात करना सीखा है। यडद 
डकसी  डद्वघात समीकरि के म ल पता हों तब लया यह सूंभि है डक हम उस डद्वघात समीकरि को ज्ञात कर 
सकें । 

 हाुँ, हम डद्वघात समीकरि के म लों के योगफल एिूं गिुनफल की सहायता से डद्वघात समीकरि को 
ज्ञात कर सकते हैं अर्ाात म ल डदए होने पर हम डद्वघात समीकरि भी बना सकते हैं। 

 

 

यडद डकसी डद्वघात समीकरि के म ल α एिूं β हों तब िह डद्वघात समीकरि तनम्नतलणखत होगा – 

  
𝑥2 − (α + β)𝑥 + αβ = 0  
 

अर्ाात ् 𝑥2 − (म लों का योग)𝑥 + म लों का गिुनफल = 0   

उदाहरििः-26. िह डद्वघात समीकरि ज्ञात कीणिए णिसके म ल 3 ि -8 हैं। 

हलिः- म ल ज्ञात होने पर बनने िाला डद्वघात समीकरि  

 𝑥2 − (म लों का योग)𝑥 + म लों का गिुनफल = 0   

  𝑥2 − [3 + (−8)]𝑥 + 3𝑋(−8) = 0 

 𝑥2— 5𝑥 + (−24) = 0 

 𝑥2 + 5𝑥 − 24 = 0  

   

उदाहरििः-27. िह डद्वघात समीकरि ज्ञात कीणिए णिसके म ल 4

3
 ि 7/3 हों। 

हलिः-  म ल ज्ञात होने पर बनने िाला डद्वघात समीकरि 

  𝑥2 − (म लों का योग)𝑥 + म लों का गिुनफल = 0  

   𝑥2 − (
4

3
+

7

3
) 𝑥 +

4

3
 𝑋 

7

3
= 0 

  𝑥2 −
11

3
𝑥 +

28

9
= 0  
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  9𝑥2 − 33𝑥 + 28 = 0 

 

उदाहरििः-28. िह डद्वघात समीकरि ज्ञात कीणिए णिसके म ल (2 + √7) ि (2 − √7)  हैं।     
हलिः-  म ल ज्ञात होने पर बनने िाला डद्वघात समीकरि 

  𝑥2 − (म लों का योग)𝑥 + म लों का गिुनफल = 0  

   𝑥2 − [2 + √7 + 2 − √7]𝑥 + (2 + √7)(2 − √7) = 0 

  𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 7 = 0     (2)2 − (√7)
2

= 4 − 7 

  𝑥2 − 4𝑥 − 3 = 0       

   

उदाहरििः-29. यडद डकसी िगा समीकरि के म लों का योगफल = - 8 तर्ा गिुनफल = 4 हों तो िगा 
समीकरि बनाइए। 
हलिः- म ल ज्ञात होने पर बनने िाला डद्वघात समीकरि 

  𝑥2 − (म लों का योग)𝑥 + म लों का गिुनफल = 0     

  𝑥2 − (−8)𝑥 + 4 = 0 

  𝑥2 + 8𝑥 + 4 = 0 

करके देखें 

िगा (डद्वघात) समीकरि बनाइए णिनके म ल तनम्नतलणखत हैं - 

(i) 2,3 (ii) -5,-3  (iii) √5, √3      

 

प्रश्नािली - 5 

1. िगा समीकरि बनाइए णिनके म लों के योगफल ि गिुनफल तनम्नतलणखत हैं -  

 (i) म लों का योगफल = −4   म लों का गिुनफल = −12                                         

 (ii) म लों का योगफल = 6  म लों का गिुनफल = −9 

 (iii) म लों का योगफल = 2√7 म लों का गिुनफल = 8 

  म लों का योगफल = 
4

9
  म लों का गिुनफल = 1 

 

2. िगा समीकरि बनाइए णिनके म ल तनम्नतलणखत हैं- 

(i)   7,4  (ii) -5, -11   (iii) -2,4    (iv) 12,-24     

(v)  
4

5
, −

3

5
 (vi) 4,4  (vii) −

1

3
,

2

5
   (viii) 8,3 

 (ix)  √3 − 7, √3 + 7     (x) 6 + √5, 6 − √5 
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3. तनम्नतलणखत िगा (डद्वघात) समीकरिों के म लों के योगफल ि गिुनफल ज्ञात कीणिए -  

 (i) 3𝑥2 + 7𝑥 + 1 = 0    (ii) 2𝑥2 − 2𝑥 + 3 = 0    

 (iii) 3𝑥2 − 5𝑥 − 2 = 0    (iv) 2𝑥2 − 2√6𝑥 + 3 = 0  

 (v) 𝑥2 + 6𝑥 − 6 = 0 

 

हमने सीखा 

1. बहुपद 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 घात 2 का एक चर का बहुपद है, िहाुँ िास्तविक 𝑎, 𝑏, 𝑐 
 सूंख्याएुँ और 𝑎 ≠ 0 है। इसे डद्वघातीय बहुपद कहते हैं। इस डद्वघातीय बहुपद को श रय के बराबर रखने 
पर यह समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  बन िाता है। च ुँडक समीकरि में एक ही चर है और चर की 
अतधकतम घात 2 है अतिः इसे एक चर का डद्वघात समीकरि कहते हैं। 

2. डद्वघात समीकरि को िगा समीकरि भी कहते हैं।  

3. चर 𝑥 में डकसी डद्वघात समीकरि का मानक रूप 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  है िहाुँ   
 𝑎, 𝑏, 𝑐 िास्तविक सूंख्याएुँ तर्ा 𝑎 ≠ 0 है।  

  

4. 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 के रूप के डद्वघात समीकरि के दो ही म ल होते हैं। 

5. एक चर 𝑥 में डद्वघात समीकरि के म ल गिुनखूंडन से तर्ा डद्वघात समीकरि  

  के स त्र       में 𝑎, 𝑏, 𝑐 के मान रखकर भी 𝑥 के मान प्राप्त  

  डकए िा सकते हैं।  

6. डकसी डद्वघात समीकरि के म ल  α ि  β हों तब िह डद्वघात समीकरि चर    
 𝑥 में 𝑥2 − (α + β)𝑥 + αβ = 0  होता है।  

  (यहाुँ कोई भी चर 𝑦, 𝑧 आडद ले सकते हैं।) 

7. यडद िगा समीकरि 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  के म ल  α ि  β  हों तो उनके म लों एिूं   
 गिुाूंकों में तनम्नतलणखत सूंबूंध होता है - 

  म लों का योगफल  α + β =  −
b

a
 

  तर्ा म लों का गिुनफल αβ =
c

a
 होता है।    

8.  डद्वघात समीकरि के स त्र में 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 विभेदक है णिससे हम म लों की   
 प्रकृतत के बारे में िान पाते हैं। 

9. िब 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0 अर्ाात D का मान धनात्मक हो तो िगा     
 समीकरि के दोनों म ल िास्तविक ि असमान होते हैं।  

2 4

2

b b ac
x

a

  

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10. िब 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0 अर्ाात D का मान 0 हो तो िगा समीकरि  के दोनों म ल िास्तविक और 
समान होते हैं। 

11. िब 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 अर्ाात D का मान ऋिात्मक हो तो िगा    
 समीकरि के दोनों म ल काल्पतनक और असमान  होते हैं।  

 

 

 

 

  

       

   

 
 

 

 

 

 

    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



95 
 

 

 

 

 

                                               समारतर श्रिेी  
                      [Arithmetic Progression] 

     04  
 

 

सूंख्याओूं के पटैना  

नीचे दी गई सूंख्याओूं को देणखए- 

 2, 4, 6, 8, 10, ............................................................................. 

 लया आपको इसमें कुछ तनणश्चत क्रम अर्िा पटैना डदखाई देता है? 

सलमा -    इसमें प्रत्येक सूंख्या अपने से बाद की सूंख्या से 2 कम है।  

मोहन -    इसमें प्रत्येक सूंख्या 2 की क्रमिार गिुि है। 2 को 1 से गिुा करने पर 2, 2 को 2 से गिुा                         
करने पर 4, 2 को 3 से गिुा करने पर 6 और इसी तरह आगे ............ 

िॉन -   इसमें पहली सूंख्या 2 को दो गनुा करने पर द सरी सूंख्या 4, द सरी सूंख्या 4 का डेढ़ गनुा करने 
पर  तीसरी सूंख्या 6 तमलती है।  

 आप देख सकते हैं डक िॉन के पटैना में प्रत्येक सूंख्या के तलए अलग-अलग तनयम होगा िबडक 
सलमा और मोहन के पटैना में एक ही तनयम से सभी सूंख्याएुँ बनूें ेगी।  

 अब आप नीचे दी गई सूंख्याओूं को देणखए- 

 6, 11, 16, 21, ................................................... 

 आप कह सकते हैं डक इसमें पहली सूंख्या को छोड़कर प्रत्येक सूंख्या अपनी वपछली सूंख्या में 5 िोड़ने 
पर तमलती है।  

 लया इनमें कोई और भी पटैना तमल सकता है? (चचाा करें)। 

नीचे सूंख्याओूं के कुछ और उदाहरि डदए िा रहे हैं- 

 1. -5, -7, -9, -11, -13, ...................... 

 2. 4, 9, 14, 19, ....................... 

 3. 3, 7, 11, 15, ......................... 
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श्रेढ़ी लया है? 

 इनमें आप देख सकते हैं डक प्रत्येक श्रृूंखला की सूंख्याएुँ अपने से वपछली सूंख्या से एक तनणश्चत मात्रा 
में घटती या बढ़ती है, पहली श्रृूंखला में सूंख्या दो-दो से कम हो रही है िबडक 

द सरी में 5 से और तीसरी में 4 से बढ़ रही है। ऐसी सूंख्या शृूंखलाएुँ णिनमें क्रतमक सूंख्याओूं के बीच एक 
तनणश्चत सूंबूंध हो श्रेढ़ी कहलाती है। 

करके देखें 

 नीचे दी गई सख्ूंयाओूं की प्रत्येक श्रेढ़ी में लया पटैना है? पहचान कीणिए- 

 (1) 4, 10, 16, 22, ............................................. 

 (2) 0, 3, 6, 9, .................................................... 

 (3) -1, -3, -5, -7, ..................................... 

समाूंतर श्रढ़ेी 

 आपने देखा डक ऊपर दी गई श्रेढ़ी में पहले पद के बाद प्रत्येक पद, अपने वपछले पद में एक तनणश्चत 
सूंख्या िोड़कर प्राप्त डकया िाता है। सूंख्याओूं की ऐसी श्रृूंखला समाूंतर श्रेढ़ी (Ari t hmet i c Progressi on या 
AP) कहलाती है और यह तनणश्चत सूंख्या समाूंतर श्रेढ़ी का सािा अूंतर (Common Di f f erence) कहलाती है। सािा 
अूंतर धनात्मक, ऋिात्मक या श रय हो सकता है।  

 आइए इस समाूंतर श्रढ़ेी पर विचार करें- 

 8, 13, 18, 23, ................................................... 

 इस श्रेढ़ी का प्रर्म पद 8 और द सरा पद 13 है, तीसरा पद 18 और चौर्ा पद 23 है। प्रत्येक पद में 5 
िोड़ने पर अगला पद तमलता है, इसतलए इस समाूंतर श्रेढ़ी का सािा अूंतर 5 है। 

उदाहरििः-1. समाूंतर श्रेढ़ी -7, -11, -15, -19, ............... के तलए 

  प्रर्म पद, चौर्ा पद और सािा अूंतर ज्ञात कीणिए। 

हलिः-   प्रर्म पद  =  -7, चौर्ा पद  =  -19 

  सािा अूंतर  =  डद्वतीय पद - प्रर्म पद 

        =  - 11 – (-7) 

        =   - 4 

करके देखें 

1. नीचे दी हुई सूंख्याओूं की श्रृूंखला में से समाूंतर श्रेढ़ी छाुँडटए 

 (i ) 9, 16, 23, 30, ................. 

 (i i ) 11, 15, 18, 20, ................. 
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 (i i i ) 4, 13, 19, 28, ................. 

 (i v) 0, 3, 6, 9, ................. 

 (v) 2, 2, 2, 2, ................. 

 (vi ) 91

7
 ,  

7

7
, 

13

7
 

 
2. दी हुई समाूंतर श्रेढ़ी के तलए प्रर्म पद और सािा अूंतर तलणखए- 
 (i ) 9, 12, 15, 18, ................. 
 (i i ) 2, 8, 14, 20, .................. 
 (i i i ) 3, -2, -7, -12, ................ 
 (i i i ) -5, 2, 9, 16, ................. 
 (i v) 0.4, 0.9, 1.4, 1.9, .............. 
 (v) 5, 5, 5, 5, ..................... 
 (vi ) 1

3
, 

5

3
, 

9

3
, 

13

3
 

 
आगे के पद ज्ञात करना  
 नीचे एक समाूंतर श्रेढ़ी दी गई है- 
  3, 10, 17, ................................... 
  लया हम इसके आगे के पद पता कर सकते हैं? सोचें इस समाूंतर श्रेढ़ी का अगला यानी चौर्ा पद 
कैसे ज्ञात करें। 
अिीता - तीसरे पद यानी 17 में 7  सािा अूंतर िोड़ने पर 24 तमलता है, यही इस श्रेढ़ी का चौर्ा पद है। 
 अब आप इस श्रेढ़ी के अगले चार पद यानी पाुँचिे, छठे, सातिें, आठिें पद तलणखए- 
 
पाुँचिाुँ पद  सातिाुँ पद  

छठिाुँ पद  आठिाुँ पद  

 
करके देखें 
1. नीचे दी गई समाूंतर श्रेडढ़यों के अगले तीन पद ज्ञात कीणिए।  
 (i ) 5, 11, 17, 23, ................. 
 (i i ) -11, -8, -5, -2, ................. 
 (i i i ) 4

9
, 7

9
, 10

9
,13

9
 

 (i v) 0, 9, 18, 27, ................. 
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समाूंतर श्रढ़ेी को व्यापक रूप में व्यक्त करना 

 हमने यहाुँ कई समाूंतर श्रेडढ़याुँ देखीूं। प्रत्येक में प्रर्म पद और एक सािा अूंतर है। यडद हम समाूंतर 
श्रेढ़ी के पहले पद या प्रर्म पद को a और सािा अूंतर को d से व्यक्त करें, तो हम आगे के सभी पद a और d 
के आधार पर बता सकते हैं। समाूंतर श्रेढ़ी का द सरा पद, पहले पद में सािा अूंतर d िोड़ने पर तमलेगा यानी 
द सरा पद a+d होगा। इसी तरह द सरे पद a+d में d िोड़ने पर तीसरा पद a+d+d प्राप्त होगा। आप समाूंतर 
श्रेढ़ी को इस तरह तलख सकते हैं- 

 a,a+d,a+d, a+d, a+d, a+d, a+d……………………  

      या  

 a, a+d, a+2d, a+3d……………………..  

 इसे समाूंतर श्रेढ़ी का व्यापक रूप कहते हैं। पदों की सूंख्या पररतमत होने पर इसे पररतमत समाूंतर श्रेढ़ी 
कहते हैं और पदों की सूंख्या अपररतमत होने पर यह अपररतमत समाूंतर श्रेढ़ी कहलाती है।  

 आप देख सकते हैं डक उदाहरि (1) में दी गई समाूंतर श्रढ़ेी 7, 11, 15, 19, ................ में पदों की 
सूंख्या अपररतमत है, इसतलए यह अपररतमत समाूंतर श्रेढ़ी है।  

  

करके देखें 

1. एक अपररतमत समाूंतर श्रेढ़ी बनाइए, णिसका प्रर्म पद 5 और सािा अूंतर 3 हो।  

2. 5 पदों िाली दो पररतमत समाूंतर श्रेडढ़याुँ बनाइए। 

3. 10 पदों िाली डकसी पररतमत समाूंतर श्रेढ़ी की सबसे बड़ी सदस्य सूंख्या कौनसी  होगी यडद a = 11 
और d = 6 ? 

नोट:- सािा अूंतर का हमेशा प्राकृत सूंख्या होना आिश्यक नहीूं है। सािा अूंतर कोई भी िास्तविक सूंख्या हो 
सकती है।  

उदाहरििः-2. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a =  10, सािा अूंतर d = -3 हो, तो श्रेढ़ी के प्रर्म तीन 
पद तलणखए।  

हलिः- 

 प्रर्म पद  a = 10  

 सािा अूंतर  a  = -3  

 डद्वतीय पद a = a + d 

   =  10 + (3) 

   =  7 

 ततृीय पद =  a + 2d 
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   =  10 + 2(-3) 

   =  10-6 

   =  4 

अतिः श्रेढ़ी के प्रर्म तीन पद 10, 7, 4 है। 
 समाूंतर श्रेढ़ी के पहले पद या प्रर्म पद को a1 से, डद्वतीय पद को a2 से, ततृीय पद को  a3 
से,.............., n िें पद को an  से तर्ा सािा अूंतर (Common Di f f erence) को क से व्यक्त करें, तो समाूंतर 
श्रेढ़ी को a1,a2,a3,……..anसे व्यक्त कर सकते हैं  
 इस णस्र्तत में सािा अूंतर d =a2 – a1 = a3 - a2 = ……….an-an-1 । 
 
उदाहरििः-3. सूंख्याओूं की तनम्नतलणखत श्रृूंखलाओूं में से कौन-कौन सी समाूंतर श्रेढ़ी में है? समाूंतर श्रेढ़ी के 
अगले दो पद तलणखए।  

(i ) 9, 27, 81,………………… 
 (i i )  4, 4 + √3, 4+√3,4+3√3,……………………. 
 (i i i ) 1, -1, -3, -5,……………………………. 
 (i v) 0.2, 0.22, 0.222,,0.2222, ………………………….. 
हलिः- 
 (i ) a1 = 9, a2 = 27, a3 = 81 
  a2 - a1 =  27 -  9  =  18 
  a3 - a2 =  81.27  = 54 
 
च ुँडक, इसतलए दी गई सूंख्याओूं की श्रृूंखला एक समाूंतर श्रेढ़ी नहीूं है। 
 

(ii) a1 = 4, a2 = 4+√3,  a3 = 4+2√3 ,  a4 = 4 + 3+√3 

a2 - a1 =  4-√3 – 4 = √3 

a3 – a2 =  4+2√3 – (4+√3) = √3 
a3 – a2 =  4+3√3 – (4+3√3) = √3 

 

च ुँडक प्रत्येक बार ak+1  - ak (िहाुँ k=1,2,3,…………) समान ही है, इसतलए दी गई सूंख्याओूं की श्रृूंखला एक 
समाूंतर श्रेढ़ी है, णिसका सािा अूंतर  d = √3 है। इस श्रेढ़ी के अगले दो पद 
 
(4+√3) + (√3) = 4 + 4√3   और  
(4+4√3) + (√3) = 4 + 5√3 हैं। 
  

(i i i ) a1 = 1, a2 = -1, a3 = -3, a4 = -5 
a2 – a1 = -1 -1 = -2 
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a3 – a2 = -3-(-1) = -2 
a4 – a3 = -5-(-3) = -2 
 
च ुँडक प्रत्येक बार ak+1 - ak (िहाुँ k = 1,2,3,4,………..) समान ही है, इसतलए दी गई सूंख्याओूं की श्रृूंखला एक 
समाूंतर श्रेढ़ी है, णिसका सािा अूंतर d = 2 है।  इस श्रेढ़ी के अगले दो पद 

  -5 + (-2) = -7 और  -7 + (-2) = -9 हैं।  

(i v)  a1 = 0.2, a2 = 0.22, a3 = 0.222, a4 = 0.2222  

     a2 – a1 = 0.22 – 0.2 = 0.02 

     a3 – a2 = 0.222 – 0.22 = 0.002  

 च ुँडक  a3 – a2 ≠    a2  – a1  इसतलए दी गई सूंख्याओूं की श्रृूंखला एक समाूंतर श्रेढ़ी नहीूं है। 

समाूंतर श्रढ़ेी का n िाुँ पद 

 मान लीणिए डक एक समाूंतर श्रेढ़ी है, णिसका प्रर्म पद a है और सािा अूंतर d है, तब  

 प्रर्म पद    a1 = a 

 डद्वतीय पद   a2 = a + d = a + (2 – 1)d 

 ततृीय पद   a3 = a + 2d = a+(3 - 1)d 

 चौर्ा पद   a4 = a + 3d = a+(4 - 1)d 

 पाुँचिाुँ पद   a3 = a + 4d = a+(5 - 1)d 

उपयुाक्त पटैना को देखकर आप कह सकते हैं डक  

 n िाुँ पद am = a+(n-1)d 

यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी में m पद हैं, तो am इसके अूंततम पद को व्यक्त करता है। अूंततम पद को l  से भी 
व्यक्त डकया िाता है।  

 आइए, इसे कुछ उदाहरिों से समिें- 

उदाहरििः-4. समाूंतर श्रेढ़ी 4,7,10,13 ......... का 10 िाुँ पद ज्ञात कीणिए- 

हलिः- 

 यहाुँ a = 4, d = 7 – 4 = 3 और n = 10  

 a10 = a + (10 - 1) d   [ n िाुँ पद ar = a+(n-1)d ], 

 =  4 + 9 x 3 

 = 4 + 27 

 = 31 
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उदाहरििः-5. समाूंतर श्रेढ़ी 2,6,10,......... में उ पद हैं। अूंततम पद ज्ञात कीणिए।   

हलिः- यहाुँ प्रर्म पद a = 2, सािा अूंतर d=6.2=4 और पदाूंेे की सूंख्या m है। इसतलए अूंततम पद m होगा। 
अतिः n = m  

 m िाुँ पद am = a + (m - 1)d   [n िाुँ पद an = a+(n-1)d], 

       am =  2+( m -1 )4 

          =  2 + 4m - 4 

       = 4m - 2   

करके देखें 

 

1. समाूंतर श्रेढ़ी 3,5,7,................ में 15 पद हैं। अूंततम पद ज्ञात कीणिए।  

2. समाूंतर श्रेढ़ी -9,-5,-1,............ का अूंततम पद 67 है तो श्रढ़ेी में डकतने पद हैं? 

3. समाूंतर श्रेढ़ी 10, 15, 20, .............. का m िाुँ और p िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

 आइए, ऐसे कुछ और उदाहरिों को समिें- 

 

उदाहरििः-6. लया समाूंतर श्रेढ़ी 5,11,17,23,............... का कोई पद 301 है? कारि सडहत तलणखए। 

हलिः- 

 यहाुँ a = 5,  d = 11-5 = 6,  

 

 माना n िाुँ पद 301 है अर्ाात ् an = 301 

 हमें n का मान ज्ञात करना है। 

 an = a+(n-1)d 

 301  = 5 +(n-1)6 

 301 = 5 + 6n - 6 

 301 = 6n - 1 

 6n  = 302 

  𝑛 =    
302

6
 

 𝑛 =
151

3
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च ुँडक n पदों की सूंख्या है, अतिः एक धनात्मक प िाांक होना चाडहए। इसतलए 301 दी गई समाूंतर श्रेढ़ी का कोई 
पद नहीूं है। 

उदाहरििः-7. एक समाूंतर श्रढ़ेी में 50 पद हैं, णिसका तीसरा पद 12 है और अूंततम पद 106 है। इसका 29 
िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  
हलिः- 
 माना समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद  a और सािा अूंतर d है। 
  
 तीसरा पद   a3  =  12 
   a3  =  12 
  या, a + (3-1)d  =  12 
  या,     a + 2d  =  12……………..(1) 
 और अूंततम पचासिाुँ पद  = 106 
 
  50 िाुँ पद  = 106  
          a50 = 106    
    a + (50-1)d  =  106 
    a + 49d  = 106 ……………………(2) 
 
 समीकरि (2) में से समीकरि (1) को घटाने पर 
  a   +  49d  =  106 
              a    +  2d   =  12 
        -       -        -    
        47d   =  94 
   𝑑 =

94

47
 

d =  2 ……………………(3) 
समीकरि (3) से क का मान समीकरि (1) में रखने पर 
 a + 2 2(2)  =  12 
 a +   4    =  12 
    a = 12-4 
    a =  8 ……………………(4) 
समाूंतर श्रेढ़ी का 29 िाुँ पद  = a + (29-11)d 
    = 8 + (28)(2) 
    = 8 + 56 
 = 64 
इसतलए समाूंतर श्रेढ़ी का 29िाुँ पद 64 है। 
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करके देखें 

1. एक समाूंतर श्रढ़ेी में 50 पद हैं, णिसका तीसरा पद 12 है और अूंततम पद 106 है। इस श्रेढ़ी का 21 
िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

2. एक समाूंतर श्रढ़ेी का प्रर्म पद 10 और सािा अूंतर -3 है। 11 िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

समाूंतर श्रेडढ़याुँ कई तरह के सिाल हल करने में भी मदद कर सकती हैं। आइए, इसे भी कुछ उदाहरिों से 
समिें-  

 

उदाहरििः-8. दो आूंकड़े िाली डकतनी सूंख्याएुँ 5 से विभाज्य हैं?  

हलिः- 

5 से विभाज्य होने िाली दो अूंकों की सूंख्याओूं की श्रृूंखला तनम्नानसुार है- 

10, 15, 20, ........., 95 

यह एक समाूंतर श्रेढ़ी है, णिसका प्रर्म पद x = 10, सािा अूंतर d = 5 और n िाुँ पद  an = 95 

च ुँडक n िाुँ पद an = a+ (n-1)d 

 95  =  10 + (n-1) x 5 

 95  =  10 + 5n - 5 

 95  =  5  + 5n 

 95 =
90

5
 

 n  =  18 

 इसतलए 5 से विभाज्य दो अूंकों िाली 18 सूंख्याएुँ हैं।  

 

उदाहरििः-9. ज्योतत ने 1997 में 5000 रुपये के मातसक िेतन िाले पद पर काया आरूंभ डकया और प्रत्येक 
िषा 200 रूपये की िेतन िवृद्ध प्राप्त की। डकस िषा में उसका िेतन 7000 रुपये हो गया? 

हलिः- 

 िषा 1997, 1998, 1999, 2000, ........ में मातसक िेतन (रुपये में) है 

    5000, 5200, 5400, 5600 ....... 

 यह एक समाूंतर श्रेढ़ी है, लयोंडक डकरहीूं दो क्रमागत पदों का अूंतर 200 है, इसतलए सािा अूंतर d = 
200 और प्रर्म पद a = 5000 

  



104 
 

 
माना n िषों में ज्योतत का िेतन 7000 रुपये हो गया। 

तब 

   an  =  7000 

  a + (n-1)d  =  7000 

 5000 + (n-1)200 =  7000 

  (n-1)200  =  7000 - 5000 

  (n-1)200  = 2000 

                 (𝑛 − 1)      =        
2000

200
 

  n - 1     = 10 

  n     =  11 

 इसतलए ग्यारहिें िषा में अर्ाात ्2007 में ज्योतत का िेतन 7000 रुपये हो गया।  

 अभी तक आपने ऐसे उदाहरि हल डकए णिनमें सूंख्याओूं से बनी श्रृूंखलाएुँ समाूंतर श्रेढ़ी बनाती हैं। 
अब कुछ ऐसे उदाहरि हल करेंगे णिनमें अक्षर सूंख्याओूं (िसेै चएुएत इत्याडद) से बनी श्रूंखलाएुँ समाूंतर श्रेढ़ी 
बनाती हैं।  

उदाहरििः-10. एक समाूंतर श्रढ़ेी का p िाुँ पद q और q िाुँ पद p है, तो श्रढ़ेी का m िाुँ पद ज्ञात कीणिए। 

हलिः- 

 मान लीणिए समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a और सािा अूंतर d है।   

 यहाुँ,समाूंतर श्रेढ़ी का p िाुँ पद   =  q 

      a + (p-1)  =  q …………………………(1) 

 समाूंतर श्रेढ़ी का q िाुँ पद         =  p 

   a + (q-1)  =  p …………………………(2) 

 समीकरि (1) में समीकरि (2) को घटाने पर 

    a + (p-1)  =  q 

    a + (q-1)  =  p 

    घटाने  पर    -     -               - 

   [(p - 1) – (q -1)]d      =   q - p 

        [p - 1 – q + 1]   =   q - p  

                 (p - q)d =   q - p 
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        𝑑      = −
𝑝−𝑞

𝑝−𝑞
 

          d  = -1   .....(3)  

समीकरि (3) से क का मान समीकरि (1) में रखने पर 

   a + (p-1)(-1) = q 

       a = q + (p - 1) 

          a = q + p - 1  .....(4) 

 श्रेढ़ी का m िाुँ पद am  =  a + (m - 1)d 

      = (p + q + 1) + (m - 1)(-1) 

      = p + q + - 1 – m + 1   

      = p + q - m 

     इसतलए श्रेढ़ी का m िाुँ पद =  p + q - m 

 

प्रश्नािली 1 

1. सही विकल्प चुनकर कारि सडहत तलणखए- 

 (i) दी गई समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद और सािा अूंतर है- 

  3

2
,     

1

2
,     −

1

2
,     −

3

2
 

 

  (a)1

2
,   −

1

2
  (b)3

2
, −1  (c) 3

2
  ,

1

2
   (d) -− 3

2
, −1   

(ii) डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद -2 और सािा अूंतर -2 है तो चौर्ा पद होगा- 

  (a) 0 (b) -2 (c) -4 (d) -8 

 (iii) समाूंतर श्रेढ़ी 7,13,19,.... का 15 िाुँ पद होगा- 

  (a) 91 (b) 97 (c) 112 (d) 90 

 (i v) डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद 4 और सािा अूंतर -4 है तो n िाुँ पद   
  होगा- 

  (a) 8 – 2n (b)4 -  2n (c) 8 - 4n (d) 8 -  8n 

 (v) समाूंतर श्रेढ़ी 3, 8, 13, 18.... का कौन-सा पद 78 है? 

  (a) 15 िाुँ (b) 16 िाुँ (c) 17 िाुँ (d) 18 िाुँ  

2. तनम्नतलणखत श्रेडढ़यों में कौन-सी समाूंतर श्रेढ़ी है कारि भी बताइए- 

 (a) a, a2, a3 , a4 ……………  
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 (b)√2,  √8,  √18  √32 

 

 (c)12, 32 , 52 , 72, 92  

 (d) 0, -4, -8, -12 

 (e) 16, 181

2
 , 201

2
, 23 

3. समाूंतर श्रेढ़ी 9,5,1,-3,............. का 10 िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

4. समाूंतर श्रेढ़ी 100, 70, 40,........ का 40िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

5. समाूंतर 1

9
,

4

9
,

7

9
   श्रेढ़ी  का n िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

6. समाूंतर श्रेढ़ी 950, 900, 850, .............. का m िाुँ पद ज्ञात कीणिए।  

7. समाूंतर श्रेढ़ी 8,15,22, ............. का अूंततम पद 218 है। पदों की सूंख्या ज्ञात कीणिए।  

8. 27, 24, 21, ............ का कौन-सा पद श रय है? 

9. यडद दो समाूंतर श्रेडढ़यों का सािा अूंतर समान है और इनके 99 िें पदों का अूंतर 99 है, तो इनके 
999 िें पदों का अूंतर लया होगा? कारि भी बताइए।  

10. फ लों की एक लयारी की पहली पूंवक्त में 23 पौधे हैं, द सरी पूंवक्त में 21 पौधे हैं, तीसरी पूंवक्त में 19 पौधे 
हैं, इत्याडद। इस लयारी की अूंततम पूंवक्त में 5 पौधे हैं। लयारी में कुल डकतनी पूंवक्तयाुँ हैं? 

11. सूंिय ने िषा के प्रर्म सप्ताह में 5 रुपये की बचत की और डफर अपनी साप्ताडहक बचत 1.75 रुपये 
बढ़ाता गया। यडद n िें सप्ताह में उसकी साप्ताडहक बचत 20.75 रुपये हो िाती है, तो n का मान ज्ञात कीणिए।  

12. लया समाूंतर श्रेढ़ी  का एक पद -47 है? यडद हाुँ तो कौनसा पद है? 

13. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का 11 िाुँ पद 38 और 16 िाुँ पद 73 है, तो इस श्रेढ़ी का 31 िाुँ पद ज्ञात 
कीणिए।  

14. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का 12 िाुँ पद उसके 5 िें पद से 14 अतधक है और दोनों पदों का योग 36 है, तो 
इस श्रेढ़ी का m िाुँ पद ज्ञात कीणिए। 

15. समाूंतर श्रेढ़ी 3,15,27,39, ........ का कौनसा पद उसके 54 िें पद से 132 अतधक होगा? 

16. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के चौरे् और आठिें पदों का योग 24 है तर्ा छठे और दसिें पदों का योग 44 है। 
इस समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म तीन पद ज्ञात कीणिए।  

17. तीन अूंकों िाली डकतनी सूंख्याएुँ 3 से विभाज्य हैं? 

18. समाूंतर श्रेढ़ी 3,8,13, ....., 253 में अूंततम से 10 िाुँ पद ज्ञात कीणिए। 

19. एक समाूंतर श्रढ़ेी का p िाुँ पद 1

𝑞
 और  q िाुँ पद 1

𝑝
 है, तो तसद्ध कीणिए डक श्रेढ़ी के (pq) िें पद का 

मान 1 है।  
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20. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का p िाुँ पद q,q िाुँ पद p हो तो तसद्ध कीणिए डक (p+q) िाुँ पद श रय है।  

21. यडद a,b,c डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के क्रमशिः p िें, q िें और r िें पद हैं, तो तसद्ध कीणिए डक- 

  𝑎(𝑞 − 𝑟) + 𝑏(𝑟 − 𝑝) + 𝑐(𝑝 − 𝑞) = 0 
 

22. n के डकस मान के तलए, समाूंतर श्रेडढ़यों 63,65,67,...... और 3,10,17.... के n िें पद बराबर होंगे? 

 

समानाूंतर मध्य 

 मान लीणिए तीन रातशयाुँ a, A , b समाूंतर श्रेढ़ी में है, तो बीच की रातश A को दो रातशयों a और b 
का समाूंतर माध्य (Ari t hmet i c Mean) कहते हैं।  

 च ुँडक a, A , b  समाूंतर श्रेढ़ी में हैं, इसतलए 

A - a  =  b - A 

 A + A  =  b + a  

 2A  =  a + b 

 A  =     𝑎+𝑏

2
 

   

 इसतलए आप कह सकते हैं डक दो रातशयों का समाूंतर माध्य, उन दोनों रातशयों के योगफल का आधा 
होता है। आइए एक उदाहरि से इसे समिें।  

 

उदाहरििः-11. √2 + 1  और √2  - 1  का समाूंतर माध्य ज्ञात कीणिए।  

हलिः- 

 समाूंतर माध्य = (√2+1)+(√2−1)

2
 

      = (√2+1)+(√2−1)

2
 

      =   2√2

2
 

    = √2 

 
 
दो रातशयों a और b के बीच समाूंतर श्रढ़ेी का तनमााि 

  हम चाहें तो डकरहीूं भी दो रातशयों के बीच नयी सूंख्याएुँ डालकर समाूंतर श्रेढ़ी बना सकते हैं। इसके 
तलए हमें बीच में पदों की सूंख्या के डहसाब से सािा अूंतर क लेना होगा। मान लीणिए दो रातशयों a और b के 
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बीच n पद A1, A2, A3, A4 ………An प्रविष्ट करने हैं। तब समाूंतर श्रेढ़ी में होंगे और इस समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म 
पद a,  अूंततम पद b और पदों की सूंख्या (n + 2) होगी। 

मान लीणिए इस समाूंतर श्रेढ़ी का सािा अूंतर क है,  

तो अूंततम पद  b = a +  (n+2 - 1)d  [ n िाुँ पद an = a + (n - 1)d ], 

       b = a + (n + 1)d 

       b – a = (n + 1)d   

       b – a = (n + 1)d     

इसतलए        d = 𝑏−1

𝑛+1
 

      A1 = a + d = a + 𝑏 −𝑎

𝑛+1
 

      

    A2 = a + 2d = a + 2 𝑏−𝑎

𝑛+1
 

 

     A3 = a + 3d = a + 3 (𝑏−𝑎

𝑛+1
)   

    

 उपयुाक्त पटैना को देखकर कह सकते हैं डक 

 n िाुँ पद  AR = a + nd = a + n (𝑏−𝑎

𝑛+1
)     

आइए, इसे कुछ उदाहरिों से समिें।  

 

उदाहरििः-12.  11 और -5 के बीच 3 पदों का तनिेश करते हुए समाूंतर श्रढ़ेी का तनमााि कीणिए।  

हलिः- 

 माना 11 और -5 के बीच 3 पद A1,A2,A3 हैं। इसतलए 11, A1,A2,A3, -5 समाूंतर श्रेढ़ी में हैं। इस समाूंतर 
श्रेढ़ी का प्रर्म पद a=11,  5 िाुँ पद  =  -5 है। मान लीणिए इस समाूंतर श्रेढ़ी का सािा अूंतर d  है। 

  
5 िाुँ पद  =  a + 4d [ n  िाुँ पद  an = a + ( n - 1)d], 

  -5  =  11 + 4d 

  -5-11  =  4d 

  4d  =  -16 

  d  =    −
16

4
 

  d       =    -4 
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अतिः    A1 = a + d 

   = 11 + (–4) 

   = 7 

      A2 = a + 2d 

   = 11 + 2 (–4) 

   = 11 – 8 

   = 3 

      A3 = a + 3d 

   = 11 + 3 (–4) 

   = 11 – 12 

   = –1 

 इसतलए 11 और -5 के बीच तीन पद 7,3,-1 हैं और णिनसे तनम्नतलणखत समाूंतर श्रेढ़ी बनती है- 

  11, 7, 3, -1, -5 

 

उदाहरििः-13.  2 और 41 के बीच द पद हैं। 2 और 41 के बीच  के चौरे् ि (n - 1) का अनपुात 2:5 है। 
तो द का मान बताइए।   

हलिः- 

 मान लीणिए 2 और 41 के बीच n पद A1,A2,A3'.....An  हैं तब 2, A1,A2,A3'.....An  41 समाूंतर श्रेढ़ी 
में हैं, णिसका प्रर्म पद a=2 और (n + 2) िाुँ पद 41 है। 

 मान लीणिए श्रेढ़ी का सािा अूंतर क है। तब  

  (n+2)  िाुँ पद = 41  

        2 +  (n+2 - 1)d = 41  [ n िाुँ  पद an = a + ( n - 1)d] , 

        2 + (n + 1)d = 41 

 

            (n+1)d = 41–2 

 

                 d = 39

𝑛+1
 

 प्रश्नानसुार, 

 
(श्रेष्ठ का चौर्ा पद)A4 

श्रेष्ठ का n िाुँ पद An−1
 = 2

5
 

 

 𝑛+4𝑑

𝑎+(𝑛−1)𝑑
 = 2

5
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                5a+20d  =  2a + 2(n - 1)d 

                5a - 2a = 2(n - 1)d - 20d 

                    3a = (2n - 2)d - 20d 

                  3a = (2n – 2 - 20)d 

        3a               =     (2n - 22)d 

 3(2)   =      (2n-22)(
39

𝑛−1
) 

    (a और d का मान रखने पर) 

          6(n+1)     =    39(2n - 22) 

            6n+6     =     78n -   858 

          6+858= 78n-6n 

 864 =72n  

  n = 864

72
 

  n = 12 

 

प्रश्नािली  2 

 

1. 1

2
 और −

1

2
 का समाूंतर माध्य ज्ञात कीणिए।  

2. x2+3xy और y2-3xy  का समाूंतर माध्य ज्ञात कीणिए। 

3. दो सूंख्याओूं का समाूंतर माध्य 7 और गिुनफल 45 है। सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए।  

4. दो सूंख्याओूं का समाूंतर माध्य 6 और उनके िगों का योग 90 है। सूंख्याएुँ ज्ञात कीणिए।  

5. -4 और 10 के बीच 6 पद तनिेश करते हुए समाूंतर श्रेढ़ी का तनमााि कीणिए।  

6. 11 और -7 के बीच 5 पद तनिेश करते हुए समाूंतर श्रेढ़ी का तनमााि कीणिए।  

7. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के p िें ि q िें पदों का माध्य, तिें  r िें s िें पदों के माध्य के बराबर हो, 
तो तसद्ध कीणिए डक p + q = r + s 

8. 7 और 49 के बीच द पद हैं। यडद पाुँचिें और (n - 1) िें पदों का अनपुात 5:4 हो, तो n का मान
  ज्ञात कीणिए।  

 

 

समाूंतर श्रढ़ेी का योग 

 समाूंतर श्रेढ़ी 5,7,9,11,13,........... के प्रर्म तीन पदों का योग S3 से व्यक्त करें तो 

 S3  =   5 + 7 + 9 = 21 
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 इस समाूंतर श्रेढ़ी के पहले चार पदों का योग पता करने के तलए आप इसके पहले चार पद यानी 5, 7, 
9 और 11 का योग करेंगे। इस तरह से पहले चार पदों का योग 32 प्राप्त होगा। पररतु यडद आपको इस श्रेढ़ी के 
पहले 90 पदों का योग पता करना हो तो श्रेढ़ी के पहले 90 पदों को िोड़ना पड़ेगा। यह बहुत लूंबा होगा। डकरतु 
आप इस श्रेढ़ी के प्रर्म पद a, सािा अूंतर क और पदों की सूंख्या द पता करके  पहले द पदों का योग ज्ञात 
कर सकते है-   

 मान लीणिए समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a और सािा अूंतर d है, इसतलए 

   a, a+d, a+2d, ............ 

 समाूंतर श्रेढी है।  

 माना समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म तीन पदों का योग S3 है, तो  
 S3 = a+(a+d)+(a+2d)   .....(1) 

  पदों का योग विपरीत क्रम में तलखने पर 

 S3 = (a+2d)+(a+d)+a   .....(2) 

 समीकरि (1) और (2) को पदों के अनसुार िोड़ने पर 

   2S3 = [a + (a + 2d)] + [(a + d) + (a + d)] + [a + 2d + a] 

   2S3 = [2a + 2d] + [2a + 2d] + [2a + 2d] 

    2S3 = 3(2a + 2d) 

   S3 =  3(2𝑎+(3−1)𝑑)

2
      .....¼3½ 

 माना समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म चार पदों का योग S4 है, तो  
 S4 = a+(a+d)+(a+2d)+(a+3d)  .....(4) 

  पदों का योग विपरीत क्रम में तलखने पर 

 S4 =(a+3d)+(a+2d)+(a+d)+a  .....(5) 

 समीकरि (4) और (5) को पदों के अनसुार िोड़ने पर 

  
2S4   =  [a + (a + 3d)] + [(a + d) + (a + 2d)] + [(a + 2d) + (a+ d)]  

       + [(a + 3d) + a] 

  2S4   =  [2a + 3d] + [2a + 3d]  + [2a + 3d]  + [2a + 3d] 

 2S4   =  4[2a + 3d] 

 S4         =  
4[2a +(4−1)d]

2
           ……………………………(6) 

       इसी तरह से  

 S5         =  
5[2a +(5−1)d]

2
               ………………….(7) 

 S6         =  
6[2a +(6−1)d]

2
               ………………….(8) 
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 उपयुाक्त समीकरिों (3), (6), (7), (8)के पटैना को देखकर आप कह सकते हैं डक समाूंतर श्रढ़ेी 
णिसका प्रर्म पद a और सािा अूंतर d है, के प्रर्म n पदों का योग Sn हो तो  

 Sn =  𝑛[2𝑎+(𝑛−1)]

2
   

 

तनगमन द्वारा श्रढ़ेी का योग तनकालना 

 मान लीणिए समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a और सािा अूंतर d है, इसतलए 

   a, a+d, a+2d, ............ 

 समाूंतर श्रेढ़ी है।  

 समाूंतर श्रेढ़ी का n िाुँ पद  a + (n - 1) है। माना Sn इस समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म n पदों का योग है। 
इसतलए 

 Sn=a+(a+d)+(a+2d)+ .......+[a+(n-2)d] +[a+(n-1)d]  .....(1)  

 पदों को विपरीत क्रम में तलखने पर आप प्राप्त करेंगे 

 Sn= [a+(n-1)d]+[a+(n-2)d]+ .......+(a+d)+a    .....(2) 

 समीकरि (1) और (2) को पदों के अनसुार िोड़ने पर  

 Sn + Sn = [a + a + (n - 1)d ] + [(a + d) + a + (n - 2) d] +  

                  [(a + 2d) + a + (n - 3)d] + ……………………………………… 

     ……………………………. + [a + (n - 2)d] + [a + ( n - 1) + a] 

  
  2Sn = {2a + (n - 1)d ] + {2a + (n - 1)d ] +  

                  {2a + (n - 1)d ] + …………………………………………… 

     ……………………………………. + {2a + (n - 1)d ] 

   

 उपयुाक्त समीकरि के दाडहने पक्ष में पदों की सूंख्या द है (लयों?) 

 2Sn = n[2a+(n–1)d] 

  

 इसतलए डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के पहले n पदों का योग 

 Sn = 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
 

    

इसे इस तरह से भी तलख सकते हैं- 
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Sn = 𝑛(𝑎+𝑎+(𝑛–1)d)

2
 

Sn = 𝑛

2
 [a + an]   

यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी में केिल n ही पद हों, तो n िाुँ पद an ही अूंततम पद होगा यानी an = l , यहाुँ अूंततम 
पद के तलए अक्षर स उपयोग करेंगे।  

इस पररणस्र्तत में समाूंतर श्रेढ़ी के द पदों का योगफल 

Sn = 𝑛

2
 [a + l ]  

 

करके देखें 

1. लया डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म द पदों के योग Sn और प्रर्म (n - 1) पदों के योग Sn-1 का अूंतर, 
श्रेढ़ी के n िें पद के बराबर होता है? 

2. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म द पदों का योग Sn=4n-n2  है तो लया इसके प्रर्म पद का मान 
ज्ञात कर सकते हैं? लया यह ेै1 है? इस श्रेढ़ी के प्रर्म दो पदों का योग लया है? द सरा पद लया है? इसी तरह 
से तीसरे, चौरे्, परिहिें और n िें पद ज्ञात कीणिए। 

 

उदाहरििः-14.  समाूंतर श्रेढ़ी 5,1,-3,......... के 17 पदों का योगफल ज्ञात कीणिए।  

हलिः- 

 यहाुँ प्रर्म पद a = 5, सािा अूंतर d = -4 पदों की सूंख्या n = 17 है। 

 हम िानते हैं डक  

 Sn = 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
   

 S17 = 17(2(5)+(17–1)(−4))

2
  

    = 17(10+(16)(−4))

2
  

    = 17(10−64)

2
  

    = 17(−54)

2
 

    = -459  

 इसतलए दी हुई समाूंतर श्रेढ़ी के 17 पदों का योग -459 है।  

 

उदाहरििः-15.  डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म 14 पदों का योग 1050 है तर्ा इसका प्रर्म पद 10 है, तो 20 िाुँ 
पद ज्ञात कीणिए।  

हलिः- 
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 यहाुँ a = 10, n = 14, S14 = 1050  

 हम िानते हैं डक 

 Sn = 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
  

 

 1050 = 14(2(10)+(14–1)d)

2
  

 1050 = 7 (20+13d) 

 1050 = 140 + 91d 

 91d = 1050 – 140 

 91d = 910 

 

  d      =    910

91
 

 d  =  10 

 

 

 इसतलए 20 िाुँ पद  a20=10+(20-1)(10)    

[ n िाुँ पदan = a + (n - 1)d     
  a20=10+190=200     

 इसतलए 20 िाुँ पद 200 है।  

 

उदाहरििः-16. 100 और 200 के बीच की विषम सूंख्याओूं का योगफल ज्ञात कीणिए।  

हलिः- 

 100 और 200 के बीच की विषम सूंख्याएुँ हैं 

 101, 103, 105, ...........................199 

 सूंख्याओूं की उपयुाक्त श्रृूंखला एक समाूंतर श्रेढ़ी है। (लयों?) 

 इस समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a = 101, अूंततम पद l = 199, सािा अूंतर d = 2  

 मान लीणिए इस समाूंतर श्रेढ़ी के पदों की सूंख्या n  है, तब 

   n िाुँ पद  =  199 

   a+(n - 1)d = 199 

   101+(n - 1)(2) = 199 

   2n - 2 = 199101 



115 
 

   2n - 2 = 98 

           2n     = 98+2 

 

           n       =    
100

2
 

       n    =  50  

इसतलए 100 और 200 के बीच की विषम सूंख्याओूं का योगफल 

   Sn = 𝑛

2
 [a + l ] 

   S50 = 50

2
 [101 +199l ]   

             = 25 (300) 

         = 7500 

इसतलए 100 और 200 के बीच की विषम सूंख्याओूं का योगफल 7500 है।  

उदाहरििः-17. समाूंतर श्रेढ़ी 17,15,13,.......... के डकतने पदों का योगफल 72 होगा?  

हलिः- 

 यहाुँ प्रर्म पद a = 17 , सािा अूंतर d = 15 – 17 = .-2  

 मान लीणिए n पदों का योगफल 72 है, तब Sn  = 72  

हम िानते हैं डक 

  Sn = 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
  

  72 = 𝑛(2(17)+(𝑛–1)(−2))

2
 

  72 = 𝑛(34 −2n+2)

2
  

 

       72×2 = n(36–2n) 

             144 = 36n–2n2
 

          2n2-36n+144  = 0 

  n2-18n+72 = 0 

  n2-6n-12n+72 = 0 

  n(n-6)-12(n-6) = 0 

  (n-6)(n-12) = 0 

   n=6, n=12 ]  

n के ये दोनों मान सूंभि हैं और स्िीकार डकए िा सकते हैं, अतिः पदों की सूंख्या या तो 6 है या 12 

 

डटप्पिीिः- 
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 (i) इस णस्र्तत में पहले 6 पदों का योग त्र पहले 12 पदों का योग त्र72  

 (ii) इस दोहरे उत्तर का कारि यह है डक सातिें से बारहिें पदों का योग श रय है।  

 

उदाहरििः-18.  विद्यातर्ायों ने िाय ुप्रद षि कम करने के तलए विद्यालय पररसर के अूंदर और बाहर पेड़ लगाने के 
बारे में सोचा। यह तनिाय तलया गया डक प्रत्येक कक्षा का प्रत्येक िगा (Section) अपनी कक्षा के बराबर पेड़ 
लगाएगा। उदाहरि के तलए कक्षा I का एक िगा 1 पेड़ लगाएगा, कक्षा प्प ्का एक िगा 2 पेड़ लगाएगा इत्याडद 
और ऐसा कक्षा XII तक के तलए चलता रहेगा। प्रत्येक कक्षा के तीन िगा हैं। इस विद्यालय के विद्यातर्ायों द्वारा 
लगाए गए कुल पेड़ों की सूंख्या डकतनी होगी?  

हलिः- 

 च ुँडक प्रत्येक कक्षा के तीन िगा हैं, अतिः कक्षा I, कक्षा II, कक्षा III, ....... कक्षा XII, द्वारा लगाए गए 
पेड़ों की सूंख्या क्रमशिः होगी- 

 13, 23, 33, ............123 

  या 

 3, 6, 9, ------------, 36 

 यह एक समाूंतर श्रेढ़ी है, (लयों?) 

 
इस समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a = 3, सािा अूंतर d = 6 – 3 = 3, पदों की सूंख्या n = 12 अूंततम पद l = 
36  

 इसतलए विद्यालय के विद्यातर्ायों द्वारा लगाए गए कुल पेड़ों की सूंख्या, समाूंतर श्रेढ़ी के सभी पदों के 
योगफल के बराबर होगी अर्ाात ् 

 विद्यालय के विद्यातर्ायों द्वारा लगाए गए कुल पेड़ों की सूंख्या 

      Sn = 𝑛

2
 [a + l ] 

  S12 = 𝑛

2
 [a +36] 

               = 6  39 
   =    234  
इसतलए विद्यालय के विद्यातर्ायों द्वारा कुल 234 पेड़ लगाए गए।  

 

 

 

उदाहरििः-19. कें ि A से प्रारूंभ करते हुए, बारी-बारी से कें िों A और B को लेते हुए, वत्रज्याओूं 0.5 सेमी.,1.0 
सेमी.,  1.5 सेमी., 2.0 सेमी., .......... िाले उत्तरोत्तर अद्धाितृ्तों को खीूंचकर एक सवपाल (Spi ral ) आकृतत बनाई 
गई है, (देणखए आकृतत) तेरह क्रमागत अद्धाितृ्तों से बने इस सवपाल की कुल लूंबाई डकतनी है? ( = 22

7
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लीणिए) 

हलिः- 

 हम िानते हैं डक त वत्रज्या िाले अद्धाितृ्त की लूंबाई होती है।  

 इसतलए तेरह क्रमागत अद्धाितृ्तों से बने सवपाल की कुल लूंबाई  

           =(0.5)+(1.0)+(1.5)+(2.0)+......+(6.5)  

                = (0.5)[1+2+3+........+13]    

    = (0.5)[
13

2
{2(1) + (13 - 1) - 1}]   

    = (0.5)[
13

2
{2 + 12}]    

   = (0.5)[
13

2
 x 14]                    

                  = 22

7
 x 5

10
 x 91          1+2+3+.....+13  एक समाूंतर श्रेढ़ी है, 

                    = 143 सेमी          णिसका प्रर्म पद 1, सािा अूंतर 1 और पदों     

        की सूंख्या 13 है और द पदों का योग  

= 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
    . 

इसतलए तेरह क्रमागत अद्धाितृ्तों से बने इस सवपाल की कुल लूंबाई 143 सेमी. है। 

 
प्रश्नािली 3 

1. तनम्नतलणखत समाूंतर श्रेडढ़यों का योग ज्ञात कीणिए-  

 (i) 9, 12, 15, ............... 16  पदों तक 

 (ii) 8, 3, –2, ............... 22  पदों तक 

 (iii) 0.6, 1.7, 2.8, ...............100  पदों तक 

 (iv) 1

15
  ,

1

12
,

1

10
, … … .11    पदों तक 

(i v) 𝑛2+1

𝑛
 , n , 𝑛2−1

2
 ……………….. 20 पदों तक 

 (vi) (1 −
1

𝑛
),  (1 −

2

𝑛
),  (1 −

3

𝑛
)…………………. n  पदों तक 

2. 1046.5 योग प्राप्त करने के तलए समाूंतर श्रेढ़ी 7, 10 1

2
 , 14 के डकतने पद लेने होंगे। 
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3. समाूंतर श्रेढ़ी 24, 21, 18, ............. के डकतने पद तलए िाएुँ, ताडक उनका योग 78 हो। 

4. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद 1, अूंततम पद 11 और योग 36 है, तो पदों की सूंख्या और सािा 

अूंतर ज्ञात कीणिए। 

5. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद 17 और अूंततम पद 350 है। यडद सािा अूंतर 9 है, तो इसमें डकतने 

पद हैं? इस श्रेढ़ी का योग ज्ञात कीणिए। 

6. 1 और 100 के बीच सभी प्राकृत सूंख्याओूं का योगफल ज्ञात कीणिए, िो 3 के गिुि हों। 

7. 0 और 50 के बीच की विषम सूंख्याओूं का योग ज्ञात कीणिए। 

8. उस समाूंतर श्रेढ़ी के पहले 51 पदों का योग ज्ञात कीणिए, णिसका द सरा पद 14 और तीसरा पद 18 

है। 

9. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म 7 पदों का योग 49 है और प्रर्म 17 पदों का योग 289 है, तो इसके 

प्रर्म n पदों का योग ज्ञात कीणिए। 

10. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म, डद्वतीय और अूंततम पद क्रमशिः a, b और 2a हों, तो तसद्ध कीणिए 

डक श्रेढ़ी का योगफल 3𝑎𝑏

2(𝑏−𝑎)
 होगा। 

11. एक समाूंतर श्रढ़ेी के n पदों का योग n2 + 4n  है। श्रेढ़ी का 15िाुँ पद ज्ञात कीणिए। 

12. सूंख्याओूं की उस श्रृूंखला के प्रर्म 24 पदों का योग ज्ञात कीणिए, णिसका n िाुँ पद  an = 3 + 2n से 

डदया िाता है। 

 

13. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के pिें, qिें, rिें पदों का योगफल क्रमशिः a, b ,c हैं, तो तसद्ध कीणिए डक 𝑎(𝑞 −𝑟)

𝑝
+

𝑏(𝑟−𝑝)

𝑞
+

𝑐(𝑝−𝑞)

𝑟
= 0 
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14. तीन समारतर श्रेडढ़यों के द पदों के योगफल क्रमशिः S1,S2,S3  हैं, यडद प्रत्येक श्रेढ़ी का प्रर्म पद 1 

तर्ा सािा अूंतर क्रमशिः 1, 2, 3 हो तो तसद्ध कीणिए डक  

  S1 + S3 = 2S2 

15. यडद डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के दए 2दए 3द पदों के योग क्रमशिः S1, S2, S3  हों, तो तसद्ध कीणिए डक 

  S3 = 3(S2–S1) 

16. टेलीवििन बनाने िाली एक कूं पनी तीसरे िषा में 600 टेलीवििन तर्ा सातिें िषा में 700 टेलीवििन 

बनाती है। यह मानते हुए डक प्रत्येक िषा बनने िाले टेलीवििनों में एक समान रूप से एक तनणश्चत सूंख्या में 

िवृद्ध होती है, ज्ञात कीणिए- 

 (i) प्रर्म िषा में बनाये गये टेलीवििनों की सूंख्या 

 (ii) 9िें िषा में बनाये गये टेलीवििनों की सूंख्या 

 (iii) प्रर्म 7 िषों में बनाये गये कुल टेलीवििनों की सूंख्या 

17. एक तनमााि काया ठेके में कराया िा रहा है, णिसे एक तनणश्चत तततर् तक प रा करना है। तनणश्चत तततर् 

से विलूंब होने पर िुमााने का प्रािधान इस तरह है: पहले डदन के तलए 200 रु., द सरे डदन के तलए 250 रु., 

तीसरे डदन के तलए 300 रु. इत्याडद, अर्ाात ्पहले डदन का िुमााना 200 रु. है और इसके बाद प्रत्येक डदन का 

िुमााना 50 रु. बढ़ िाएगा। ठेकेदार ने काया में 30 डदन का विलूंब डकया तो उसे कुल डकतना िमुााना देना 

होगा और 30 िें डदन के तलए डकतना िुमााना होगा?  

18. विद्यालय में विद्यातर्ायों के समग्र शैणक्षक प्रदशान पर 7 नकद परुस्कार देने के तलए 700 रु. की रातश 

रखी गई है। यडद प्रत्येक परुस्कार अपने से ठीक पहले िाले परुस्कार से 10 रु. कम है, तो प्रत्येक परुस्कार की 

रातश डकतनी है? 
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19. 200 लट्ठों (logs) को इस तरह िमाया गया डक सबसे नीचे िाली पूंवक्त में 20 लट्ठे, उससे ऊपर की 

पूंवक्त में 19 लट्ठे, उससे ऊपर की पूंवक्त में 18 लट्ठे रखे गए हैं। यह क्रम सभी लट्ठों के रखे िाने तक चला।   

 

 

 ये 200 लट्ठे डकतनी पूंवक्तयों में रखे गए हैं और सबसे ऊपर की पूंवक्त में डकतने लट्ठे हैं?  

 

20. एक आल  दौड़ (Potato Race) प्रततयोतगता में प्रारूंतभक स्र्ान पर एक बाल्टी रखी है। इस बाल्टी से 5 

मीटर की द री पर पहला आल  रखा है तर्ा अरय आलुओूं को एक सीधी रेखा में परस्पर 3 मीटर की द री पर 

रखा गया है। इस रेखा पर 10 आल  रखे गए हैं। (देणखए आकृतत) 

 

 प्रत्येक प्रततयोगी बातलका बाल्टी से चलना प्रारूंभ करती है, तनकटतम आल  को उठाती है और उसे 

लेकर िापस दौड़कर बाल्टी में डालती है। ऐसा िह तब तक करती रहती है, िब तक सभी आल  बाल्टी में न 

आ िाएुँ। इसमें प्रत्येक प्रततयोगी बातलका को कुल डकतनी द री दौड़नी पड़ेगी? 

 (सूंकेत: पहले और द सरे आलुओूं को उठाकर बाल्टी में डालने तक दौड़ी गई  

 द री = 2 × 5 + 2 (5 + 3) है।) 
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हमने सीखा 

1. सूंख्याओूं की ऐसी  श्रूंखला  समाूंतर श्रेढ़ी कहलाती है, णिसमें प्रर्म पद के अततररक्त प्रत्येक पद, अपने 

से ठीक पहले पद में एक तनणश्चत सूंख्या d िोड़कर प्राप्त होता है। इस तनणश्चत सूंख्या क को इस समाूंतर श्रेढ़ी 

का सािा अूंतर कहते हैं। यडद प्रर्म पद a है, तो समाूंतर श्रढ़ेी का व्यापक रूप है- 

 a, a + d, a + 2d, a + 3d, ............ 

2. सूंख्याओूं की एक दी गई श्रृूंखला a1, a2, a3 ............... श्रेढ़ी होती है, यडद अूंतरों a2– a1, a3–a2, a4–

a3, ..........,   से एक ही (बराबर) मान प्राप्त हो, अर्ाात ्ak+1–ak  का मान एक ही हो, िहाुँ k = 1, 2, 3, .......... 

3. समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a और सािा अूंतर d हो, तो इस समाूंतर श्रेढ़ी का दिाुँ पद होगा  

   an = a + (n–1) d 

 इस दिें पद को ही समाूंतर श्रेढ़ी का व्यापक पद (General Term) कहते हैं। 

4. यडद a, A, b समाूंतर श्रेढ़ी में हैं, तब A = 
𝑎+𝑏

2
    और   a, A  तर्ा b का समाूंतर माध्य कहलाता है। 

5. दो रातशयों a और b के बीच द पद A1, A2, A3, ..........An  इस प्रकार लें डक a, A1, A2, A3, ........., An, 

b  समाूंतर श्रेढ़ी में हो तो श्रेढ़ी का प्रर्म पद a, अूंततम पद b और पदों की सूंख्या (n + 2)होगी। 

 

6. डकसी समाूंतर श्रेढ़ी के प्रर्म n पदों का योग Sn तनम्नतलणखत स त्र द्वारा प्राप्त होता है:- 

(i) Sn = 𝑛(2𝑎+(𝑛–1)d)

2
 

(ii) Sn = 𝑛

2
 [a + l ] 

 

िहाुँ समाूंतर श्रेढ़ी का प्रर्म पद a, सािा अूंतर कए पदों की सूंख्या n और अूंततम पद l है। 
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        अनपुात एिूं  समानपुात 

                   [Ratio And Proportion] 

      

     05  
 

 

 
अनुपात  (Ratio) 

 हमें अपने दैतनक  िीिन में कई िगहों पर तुलना करने की आिश्यकता पड़ती है। यह तुलना बहुत 
बार अनपुात लेकर ही स्पष्ट हो पाती है। उदाहरि के तलए अगर हमें कबड्डी खेलने िाली तीन टीमों A,B और C 
के िषा भर के प्रदशानों की तलुना करनी है तब यह हम कैसे कर पाएुँगे? 

 इनमें से टीम A ने अब तक कुल 5 मैच खेले हैं, णिसमें से 3 मैच िीते हैं। टीम B ने अब तक 12 
मैच खेलकर 5 मचै िीते हैं तर्ा टीम C ने 18 मैच खेलकर 13 मैच िीते हैं। 

 अब यह िानने के तलए डक इन टीमों में डकसका प्रदशान सबसे अच्छा रहा है इनत तीनों  के द्वारा 
िीते हुए मचैों की सूंख्या तर्ा खेले गए कुल मचैों की सूंख्या के अनपुात के रूप मे तलखते हैं- 

  टीम A का प्रदशान(अनपुात में)  =  3 : 5  

       = 
3

5
 

 

  टीम B का प्रदशान(अनपुात में)  =  5 : 12 

      = 
5

12
 

  टीम C का प्रदशान(अनपुात में)  =  13 : 18 

= 
13

18
 

       

 लेडकन इनके प्रदशान के अनपुातों को देखकर यह बता पाना सूंभि नहीूं है डक डकसका प्रदशान अच्छा है लयोंडक 
प्रत्येक टीम के द्वारा खेले गए मचैों और िीते हुए मचैों की सूंख्या अलग-अलग है णिसके कारि इनके हर 
असमान हैं अतिः हर को समान करने पर 
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    टीम A का प्रदशान = 
3 𝑥 36

5 𝑥 36
=

108

180
 

 

टीम B का प्रदशान = 
5 𝑥 15

12 𝑥 15
=

75

180
 

    टीम C का प्रदशान = 
13 𝑥 10

18 𝑥 10
=

130

180
 

 अब हम इन अनपुातों को देखकर यह कह सकते हैं डक टीम C  का प्रदशान सबसे अच्छा रहा। 

        

करके देखें 

1. तनम्नतलणखत में से डकस भ खण्ड का तुलनात्मक के्षत्रफल सबसे अतधक है- 

 (i) 5 िगा मीटर में से 5 िगा सेमी का  (ii) 30 िगासेमी. में से 3 िगा सेमी.का 

 (iii) 10 िगा मीटर में से 9 िगा सेमी का  

 

अनुपात का व्यािहाररक उपयोग 

डदए गए तथ्यों के आधार पर िानकारी पता करना 

अलसर हम िास्तविक तथ्यों के आधार पर कुछ तनष्कषा तनकालते हैं। िसेै हमें पता है डक पथृ्िी का सम्प िा 
पषृ्ठीय के्षत्रफल लगभग 510 तमतलयन िगा डकमी. है, णिसमें लगभग 360 तमतलयन िगा डकमी िल-भाग और 
लगभग 150 तमतलयन िगा डकमी. र्ल-भाग है। अब हम इन तथ्यों के आधार पर बता सकते हैं डक पथृ्िी पर 
िल भाग और र्ल भाग डकस अनपुात में है तर्ा यह भी डक पथृ्िी का डकतना प्रततशत भाग िल से ढुँका है 
और डकतना प्रततशत भाग र्ल है। आइए यह पता करते हैं- 

डदए गए तथ्य- 

(i) पथृ्िी का सम्प िा पषृ्ठीय के्षत्रफल 510 तमतलयन िगा डकमी 

(ii) पथृ्िी का िल भाग त्र 360 तमतलयन िगा डकमी 

(iii) पथृ्िी का र्ल भाग त्र 150 तमतलयन िगा डकमी 

(A) पथृ्िी पर िल भाग ि र्ल भाग का अनपुात  =  360 : 150 

           =  
360

150
 

   

        =  12

5
 या 12 : 5  

 अर्ाात ्पथृ्िी पर िल भाग ि र्ल भाग का अनपुात 12 :  5 है। 

(B) पथृ्िी पर िल भाग का कुल पथृ्िी से अनपुात   =  360 : 510 

             =  
360

510
=

12

17
= 12 ∶ 17 
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                            (प्रततशत में)   =  
360

510
𝑥 100%   

        

=  70.58%  

अब आप इसी तरह पता करें डक सम्प िा पथृ्िी का डकतना प्रततशत भाग र्ल है ? 

ऊपर हमने तीन अलग-अलग टीमों के प्रदशान की तुलना की। अलग-अलग िषों में एक ही टीम के प्रदशान की 
तुलना भी की िा सकती है। आइए इसे एक उदाहरि से समिते हैं  

 

उदाहरििः-1 छत्तीसगढ़ राज्य की हॉकी टीम का राष्ट्रीय स्तर पर खेले गए मैचों में प्रदशान तनम्नानसुार है- 

 1. िषा 2016 में 12 मचै खेलकर 10 मचै िीते। 

 2. िषा 2015 में 10 मचै खेलकर 7 मचै िीते। 

 3. िषा 2014 में 11 मचै खेलकर 8 मचै िीते। 

 इन तीन िषों में टीम का प्रदशान डकस िषा सबसे अच्छा रहा? कारि सडहत बताइए। 

हलिः- छत्तीसगढ़ हॉकी टीम की राष्ट्रीय स्तर पर  खेले गए मचैों में प्रदशान के आधार पर तनष्कषा तनकालने के 
तलए इन प्रदशानों को अनपुात में तलखते हुए प्रततशत में बदलते हैं- 

1. िषा 2016 में प्रदशान (अनपुात में)  =  10 : 12 

   (प्रततशत में)  = 
10

12
𝑥 100% 

      =  83.34% 

2. िषा 2015 में प्रदशान (अनपुात में)  =  7 : 10 

   (प्रततशत में)  = 
7

10
𝑥 100% 

      =  70% 

3. िषा 2014 में प्रदशान (अनपुात में)  =  8 : 11 

   (प्रततशत में)  = 8

11
𝑥 100% 

 =  72.73%        

टीम का िषा 2016, 2015 ि 2014 में प्रदशान क्रमशिः 83.34%, 70%  ि 72.73% है। अतिः हम तनष्कषा तनकाल 
सकते हैं डक वपछले दो िषों की तलुना में िषा 2016 में हॉकी टीम का प्रदशान ज्यादा अच्छा रहा 

 

उदाहरििः-2 माह अगस्त 2016 में महानदी के िलस्तर के बढ़ने की औसत दर 5 इूंच प्रतत घण्टा र्ी 
िबडक माह तसतम्बर में यह 3 फीट प्रतत डदिस र्ी । ज्ञात कीणिए डक डकस माह में िलस्तर बढ़ने की औसत 
दर अतधक है? 

 

हलिः-  माह अगस्त में िलस्तर बढ़ने की दर = 5 इूंच प्रतत घण्टा 
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  माह तसतम्बर में िलस्तर बढ़ने की दर = 3 फीट प्रतत डदिस 

        = 36 इूंच प्रतत 12 घण्टा 

         = 
36 इूंच
12 घूंटा 

  

        = 
3  इूंच
1  घूंटा 

        = 3 इूंच प्रतत घण्टा 

अर्ाात माह अगस्त में िलस्तर बढ़ने की दर 5 इूंच प्रतत घण्टा है िो माह तसतम्बर में िलस्तर बढ़ने की दर 
से अतधक है। 

 

उदाहरििः-3 दो सम ह एक काया को क्रमशिः 14 डदन ि 21 डदन में प रा कर सकते हैं। यडद िे इस काया 
को एक सार् करते हैं तो डकतने डदनों में काया प रा हो िाएगा? 

हलिः- पहले सम ह द्वारा 14 डदनों में डकया गया काया  =  1 

  पहले सम ह द्वारा 1 डदन में में डकया गया काया  = 1

14
  

 द सरे सम ह द्वारा 21 डदनों में डकया गया काया  =  1 

 द सरे सम ह द्वारा 1 डदन में डकया गया काया  = 
1

21
 

 दोनों सम हों द्वारा तमलकर 1 डदन में डकया गया काया  = 
1

14
+

1

21
=

5

21
 

 अर्ाात ्दोनों सम ह तमलकर 5

42
 काया प रा करते हैं  = 1 डदन में 

 अतिः दोनों सम ह तमलकर काया प रा करते हैं  = 
42

5
  = 8

8

2
  डदनों में 

 

 

 

      प्रश्नािली-1 

1.  एक डक्रकेट मचै में बल्लेबाि धीरेरि 25 गेंद में 19 रन बनाकर आउट हो िाता है,महेरि  20 
गेंद खेलकर 14 रन बनाकर पेिेतलयन लौटता है तर्ा रविरि 15 गेंद में 9 रन बनाता है। इनमें से डकसने सबसे 
अतधक रन बनाए? 

2.  100 मीटर की दौड़ में राम 12 डकमी.प्रतत घण्टा की गतत से दौड़ते हुए, श्याम को 5 मीटर पीछे छोड़ 
दौड़ िीत लेता है। श्याम की गतत डकतनी र्ी? 

3.      पथृ्िी पर खारा(समुिीय) पानी तकरीबन 38214 तमतलयन घन डकमी. है और साफ पानी (Fresh Water) 

तकरीबन 1386 तमतलयन घन डकमी. है। बताइए पथृ्िी पर साफ पानी और खारा पानी डकस अनपुात में हैं ? 

पथृ्िी पर कुल डकतना प्रततशत साफ पानी है? और डकतना प्रततशत पानी खारा है ? 
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4. गायत्री एक खेत के धान की फसल को 12 डदन में काट लेती है। यडद उसी फसल को महेश 9 डदन में 
काट सकता है। तो बताइए दोनों तमलकर उस फसल को डकतने डदन में काट लेंगे। 

5. डकसी काम को अरूि ि अश्वनी क्रमशिः 20 डदनों ि 25 डदनों में प रा कर सकते हैं। बताइए अरूि की 
कायाक्षमता, अणश्वनी से डकतने प्रततशत अतधक है? 

6. सूंिय और तशिा तमलकर डकसी काम को 16 डदनों में प रा कर लेते हैं। यडद सूंिय उस काम को 
अकेले 24 डदनों में प रा कर लेता है। तो बताइए डक तशिा अकेले उस काम को डकतने डदनों में प रा करेगा? 

 

दो  या अतधक भागों में बाुँटना 

 प्रायिः हमें डकसी रातश को दो या दो से अतधक भागों में बाुँटने की आिश्यकता पड़ती है।  दो से ज्यादा 
डहस्सों में बाुँटते समय तीन पररणस्र्ततयाुँ आ सकती है-पहली या तो सभी को बराबर भाग तमले। इसमें हम 
आसानी से पता कर सकते हैं डक प्रत्येक को डकतना तमलेगा। द सरी णस्र्तत यह होगी डक एक को द सरे से 
अतधक तमले और तीसरे को द सरे से अतधक तमले। और तीसरी णस्र्तत िब एक रातश को डकसी खास अनपुात 
में बाुँटा िाए िसेै तीन व्यवक्तयों को कोई रातश a : b : cके अनपुात में बाुँटना हो। 

अनपुात में बाुँटने का एक उदाहरि देखें:- 

 तीन तमत्रों लता, सोन  ि परेुरि ने क्रमशिः 3 लाख, 5 लाख तर्ा 7 लाख तमलाकर 15 लाख रूपये की 
लागत से कपड़ा व्यापार शुरू डकया। िषा के अूंत मूंेे उरहें 2,25,000 रूपये का लाभ हुआ। इस लाभ में से तीनों 
को डकतना-डकतना डहस्सा तमलना चाडहए? लया तीनों में बुँटिारा बराबर-बराबर होगा? यडद नहीूं तो िे लाभ का 
वितरि डकस तरह करेंगे? आइए देखें- 

च ुँडक व्यिसाय में तीनों के द्वारा दी गई रातश अलग-अलग है। अतिः िे तीनों लागत के अनपुात में ही लाभ को 
बाुँटना चाहेंगे। तीनों के लागत का अनपुात 3 : 5 : 7 है। 

अतिः उरहें प्राप्त कुल लाभ का 3k,  5k,  ि 7k डहस्सा तमलेगा। 

अर्ाात 3k  +  5k  + 7k  =  225000 

  15k  =  225000 

     K = 
225000

15
 

 

      k  =  15000 

अतिः व्यिसाय में हुए लाभ में लता का डहस्सा 3k अर्ाात 45000 रूपये 

सोन  का डहस्सा 5k  अर्ाात 75000 रूपये 

तर्ा परेुरि का डहस्सा 7k अर्ाात 105000 रूपये है। 

 

सोचें एिूं चचाा करें      

तनम्नतलणखत तीनों णस्र्ततयों में बाुँटने की प्रडक्रया लया होगी- 
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(i) िब सभी को बराबर तमले ? 

(ii) िब एक को द सरे से 10 अतधक तमले ? 

(iii)      िब एक को डकसी खास अनपुात में तमले ? 

 

उदाहरििः-4 75 सेमी. लूंबे एक रेखाखण्ड को 3 : 5 :  7 के अनपुात मूंेे तीन भाग करने पर प्रत्येक भाग 
की लूंबाई डकतनी होगी? 

हलिः- 75 सेमी. लूंबे रेखाखण्ड को 3 : 5 : 7 के अनपुात में बाुँटने पर प्रत्येक भाग की लूंबाई क्रमशिः 3k,  
5k ि 7k होगी।  

अतिः 3k  +  5k  +  7k  =  75 

    15k  =  75 

      k  = 
75

15
 

       k  =   5 

अतिः रेखाखण्ड के एक भाग की लूंबाई 3k अर्ाात 15 सेमी. 

द सरे भाग की लूंबाई 5k अर्ाात 25 सेमी. 

तीसरे भाग की लूंबाई 7k अर्ाात 35 सेमी.है।   

 

करके देखें 

1.  651 रूपये को अतमत, अतनल ि अूंडकता में इस प्रकार बाुँडटए डक अतमत को प्राप्त 1 रूपये पर अतनल 
को 5 रूपये तर्ा अूंडकता को 25 रूपये तमले। 

2.  ऋचा को अपने गलु्लक में 10 रूपये, 5 रूपये, 2 रूपये ि 1 रूपये के तसलके 2ेिः3ेिः5ेिः7 के अनपुात में 
तमले। उसने अपनी माुँ का बताया डक उसके पास कुल 520 रूपये हो गए हैं। लया आप बता सकते हैं डक ऋचा 
को गलु्लक से 10 रूपये, 5 रूपये, 2 रूपये ि 1 रूपये के डकतने-डकतने तसलके तमले? 

 

उदाहरििः-5   तीन छात्रों A, B ि C में 11 : 13 : 17 के अनपुात में कुछ रूपए बाुँटे गए। यडद छात्र A को 
451 रूपए तमले तो बताइए छात्र B ि छात्र C को डकतने-डकतने रूपए तमले ? तर्ा कुल डकतने रूपए बाुँटे गए ? 

हलिः-    तीन छात्रों A, B, C में माना 11k, 13k ि 17k रूपए बाुँटे गए। यडद छात्र A को 451 रूपए तमले हैं। 

तो छात्र । का डहस्सा 11k  =  451 अर्ाात ् 

k का मान 41 प्राप्त हो गया है। अतिः हम छात्र B ि छात्र C का डहस्सा भी अब ज्ञात कर सकते हैं। 

अतिः छात्र B  का डहस्सा  =  13k  =  13 × 41  =  533 रूपए 

तर्ा छात्र C का डहस्सा    =  17k  =  17 × 41  =  697 रूपए 

छात्र A, B ि C तीनों के बाुँटे गए कुल रूपए  =  451 + 533 + 697 

                       =  1681.   
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उदाहरििः-6  लया 63 हिार रूपए को तीन छात्रों A, B ि C में 5 : 7 : 9 के अनपुात में बाुँट कर 500 रूपये के 
नोटों में वितररत कर सकते हैं ? यडद हाुँ तो बताइए प्रत्येक को डकतने-डकतने रूपए तमलेंगे ? 

हलिः-  छात्र  A, B ि C को 63 हिार रूपए बाुँटने से प्रत्येक को क्रमशिः 5k 7k ि 9k रूपए तमलेंगे। 

अर्ाात ् 5k + 7k + 5k  =  63 हिार 

 21k  =  63 हिार या   k = 
63

21
  हिार त्र 3 हिार 

अतिः छात्र A को 5k  =  5 × 3 हिार  =  15 हिार रूपए तमलेंगे 

 छात्र B को 7k  =  7 × 3 हिार  =  21 हिार रूपए तमलेंगे 

 छात्र C को 9k  =  9 × 3 हिार  =  27 हिार रूपए तमलेंगे 

अतिः यह रातश 500 रूपये के नोट में वितररत की िा सकती है। 

 

उदाहरििः-7  डकसी व्यिसाय की सािेदारी में व्यापारी A ि B की प ुँणियों में 3 र: 2 का तर्ा व्यापारी A ि C 
की प ुँणियों में 2 : 1 का अनपुात है। व्यापार में A, B ि C को कुल 1,78,100 रूपये का फायदा होता है। A, B 
ि C को डकतना-डकतना डहस्सा तमलेगा? 

हलिः-  च ुँडक व्यापारी । ि ठ की लागत प ुँणियों का अनपुात 3 : 2 और A और B की रातश का अनपुात 2 : 1 
है इसतलए इनका पारस्पररक अनपुात तनकालने के तलए A के सार् सूंबूंध को समतुल्य बनाना होगा इसके तलए 
हम व्यापारी B ि A की लागत प ुँणियों का अनपुात देखते हैं यह अनपुात 2 : 3 अर्ाात 4 : 6 है। व्यापारी A ि 

C की लागत प ुँणियों का अनपुात 2: 1 =  6 : 3  अतिः व्यापारी B, A ि C की लागत प ुँणियों का अनपुात B : 
A : C  = 4 : 6 : 3  

 उनके व्यिसाय में लागत प ुँणियों के अनपुात 4 रू 6 रू 3  में ही फायदा बुँटेगा। 

अतिः उरहें 4k, 6k ि  3k रूपये तमलेंगे।  

इसतलए  4k  +  6k  +  3k  =  178100 

         13k  =  178100 

              k  = 
178100

13
 

    k = 13700 

अतिः  A को प्राप्त लाभ 6k अर्ाात 82200 रूपये 

 B को प्राप्त लाभ 4k अर्ाात 54800 रूपये 

C को प्राप्त लाभ 3k अर्ाात 41100 रूपये 

 

 

 

 



129 
 

करके देखें  

1.  सीता के पास 8200 रूपये हैं णिसमें 100 रूपये के नोटों के दगुनेु नोट, 500 रूपये के तर्ा 100 रूपये 
के नोटों से ततगनेु नोट एक हिार रूपये के हैं। लया आप बता सकते हैं डक सीता के पास 1000 रूपये के 
डकतने नोट हैं? 

2.  2890 रूपये को ।एठ ि ब ्में इस प्रकार बाुँडटए डक  A :  B  =  1 : 2 तर्ा B : C  =  3 : 4 हो। 

 

डकसी भी डदए अनपुात में डकसी रातश को बाुँटना 

 एक रातश ग को तीन भागों में इस तरह बाुँडटए डक उन भागों में a : b : c का अनपुात हो। यहाुँ रातश 
ग का मान ि प्रकार कुछ भी हो सकता है और अनपुातों a,b,c इए ब का मान भी कोई भी प्राकृत सूंख्या हो 
सकती है। 

 हमें रातश ग को a : b : c  के अनपुात में बाुँटना है। अतिः इसे हम इस तरह तलख सकते हैं- 

  ak + bk +  ck  =  x 

  ( a + b+ c)k     =  ग 

        k = 
𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
 

  

इसतलए x का पहला भाग ak अर्ाात  = 
𝑎𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
  

 x का द सरा भाग bk अर्ाात =  𝑏𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
 

  x का तीसरा भाग ck अर्ाात =  𝑐𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
 

हमने देखा डक को बाुँटने पर प्राप्त तीन भाग क्रमशिः 𝑎𝑥

𝑎+𝑏+𝑐    
  ,

𝑏𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
    ि 

𝑐𝑥

𝑎+𝑏+𝑐
  हैं 

 

उदाहरि:- 8  पानी और द ध का एक तमश्रि 40 लीटर है। इसमें 10% पानी है। बेचने िाले ने इस 
तमश्रि में और पानी तमला डदया। नए तमश्रि में 20% पानी है। डकतना पानी और तमलाया गया? 

हलिः- तमश्रि में पानी त =  40 लीटर का 10%  =  4 लीटर 

  तर्ा द ध     =   40 -  4  =  36 लीटर 

 माना इस तमश्रि में x लीटर पानी और तमला डदया गया। 

 तब नए तमश्रि में पानी   =  (4 + x) लीटर ि द ध   =  36 लीटर 

 इस नए तमश्रि में पानी 20% तर्ा द ध 80% होगा अर्ाात ् 

 पानी और द ध का अनपुात   =  20: 80  =  1: 4  

 अतिः    
4+𝑥

36
=

1

4
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          16  +  4x  =  36 

            x   = 5 

 अर्ाात ्तमश्रि में 5 लीटर पानी और तमलाया गया है। 

 

     प्रश्नािली -2 

1.  डकसी डक्रकेट मचै में तीन णखलाडड़यों A, B ि C के रनों की सूंख्या का अनपुात A : B = B : C  =  1 : 
2 के अनपुात में है। यडद तीनों णखलाडड़यों के कुल रनों की सूंख्या 364 हो तो प्रत्येक णखलाड़ी के रनों की 
सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

2. तीन कमाचाररयों । A,B ि C के िेतन का अनपुात 2 : 3 : 5 है। यडद उनके िेतन में क्रमशिः 15%, 
10% ि 20% की िवृद्ध कर दी िाती है तब उनके िेतन का अनपुात लया होगा? 

3. डकसी व्यिसाय में तीन व्यवक्त A , B ि C को 70,000 रूपये का मुनाफा तमलता है उरहें इस मुनाफे को 
A : B  =  4 : 2 ि B : C =  10 : 5 के अनपुात में बाुँटना है। बताइए डक प्रत्येक को डकतने रूपये तमले? । को 
ब ्का डकतना गनुा रूपया तमलेगा? 

4. एक र्लेै में 1 रूपये, 2 रूपये ि 5 रूपये के कुछ तसलके 1 : 2 : 5 के अनपुात में हैं यडद र्लेै में कुल 
1590 रूपये हैं तो प्रत्येक प्रकार के तसलकों की सूंख्या ज्ञात कीणिए।       

5. द ध और पानी के 100 लीटर तमश्रि में 10% पानी है। इस तमश्रि में डकतना लीटर शुद्ध द ध तमलाया 
िाए डक नए बने तमश्रि में केिल 5% पानी हो? 

  

समानुपात (Proportion) 

निमीूं की िावषाक परीक्षा में माररया के वितभरन विषयों में अूंक इस प्रकार है-डहरदी में 
78

100
 

, अूंगे्रिी में 35

50
 , सूंस्कृत में 30

50
  , गणित में 70

100
 , विज्ञान में 90

100
 और सामाणिक विज्ञान में 

72

100
। 

आप वितभरन विषयों में माररया के प्रदशान के बारे में लया कह सकते हैं ? 

अूंकों में तलुना करने के तलए सबसे पहले तो कुल अूंकों के आधार को समान होना चाडहए। यातन अूंगे्रिी में 
यडद 50  में 35 है तो 100 में से 70 होंगे। यानी 35

50
=

70

100
 भी तलख सकते हैं। 

इसी तरह सूंस्कृत के अूंकों को  ऐसे भी तलख 30

50
=

2 𝑥 30

2 𝑥 50
=

60

100
 सकते हैं। अब आप  तनष्कषा तनकाल सकते 

हैं। 

िास्ति में  35

50
   और 70

100
  या   30

50
  और  60

50
  तुल्य अनपुात है। यानी ऐसे अनपुात णिनका मान समान है, 

अर्ाात ्  या  

दो तुल्य अनपुातों के इस सूंबूंध को समानपुात (Proportion) कहते हैं। 
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यडद a : b  और c : d समान हो तो उरहें ऐसे तलखा िा सकता है a : b = c : d,  इसे ऐसे भी दशाा सकते हैं- a : 

b : : c : d.  

यहाुँ  ‘ : : ’  समानपुात का तचरह है। और रातशयाुँ a, A, b और क समानपुात के पद है। प्रर्म पद a और 
चौर्ा पद क है, इन दोनों पदों को चरम पद (Extream Terms ) कहते हैं। इसी तरह द सरा पद b और तीसरा पद 
c को मध्य पद (Menu Terms) कहते हैं। 

अतिः यडद a, b, c, d समानपुाततक हैं, तो 

    
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 

                   या  ad = bc   

यानी डकसी समानपुात के मध्य पदों का गिुनफल उसके चरम पदों के गिुनफल के बराबर होता है। 

हमें यडद इन चारों रातशयों में से कोई तीन रातशयाुँ पता हों  तो, हम ऊपर तलखे सूंबूंध से चौर्ी रातश का मान 
ज्ञात कर सकते हैं। आइए देखें कैसे- 

 

 

उदाहरििः-9  7, 3, 21 की चतरु्ाानपुाती रातश पता करें। 

हल- हमें यहाुँ पहले तीन पद डदए हैं- 7ए 3 और 21 माना डक चौर्ा पद ग है तो, 

 7 : 3 :  : 21 : x 

 7 × x  =  3 × 21 

 x  = 
3 𝑥 21

7
  

 x  =  9  

अतिः चौर्ा पद 9 है। 

 

उदाहरििः-10   सूंख्याओूं 54, 71, 75 और 99 प्रत्येक में से लया घटाया िाए डक शेषफल समानपुाती हो ? 

 

हल- माना दी गई सूंख्याओूं में से ल घटाया िाए। 

तब (54 – y) : (71 – y) : : (75 – y) (99 – y) 

 
54−𝑦

71−𝑦
=

75−𝑦

99−𝑦
 

(54 – y) (99 – y) = (75 – y) (71 – y)  

5346 – 153x + y
2
 = 5325 – 146x + y

2
 

153x – 146x = 5346 – 5325 

 7x = 21  

 x  = 
21

7
 

 x  =  3 
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अतिः यडद प्रत्येक सूंख्या से 3 घटाएुँ तो तमलने िाली सूंख्याएुँ समानपुात में  होंगी। 

इसे िाुँच कर देखें। 
 

सतत ्समानुपात (Continued Proportion) 

 

कई ऐसी रातशयाुँ णिनमें पहली और द सरी रातश में िही अनपुात होता है िो द सरी और 
तीसरी रातश में और यह तीसरी और चौर्ी रातश के अनपुात के भी बराबर  होता है। 

यानी यडद a , b, c, d, e…………..   रातशयाुँ इस प्रकार हो डक 
𝑎

𝑏
=

𝑏

𝑐
=

𝑐

𝑑
=

𝑑

𝑒
 ……………………… तो 

यह रातशयाुँ सतत ्अनपुात (Continued Proportion) में है। 

च ूंडक  a : b : c तो b को a और c का मध्यानपुाती कहेंगे, यानी a : b : : b : c  

या           
𝑎

𝑏
=

𝑏

𝑐
 

 b
2

 = ac = b = ±√ac 

   

अतिः इस तरह हम मध्य रातश का मान तनकाल सकते हैं। 

 

उदाहरििः-11    6 और 54 का मध्यानपुाती पता करें। 

हल- माना 6 और 54 का मध्यानपुाती x है, तो 

अतिः  6 : x : : x : 54 

 x × x = 6 × 54 

            x
2

 = 6 × 6 × 3 × 3 

    x = √6 x 6 x3 x 3 

 x = 6 × 3 = 18  

अतिः 18, 6 और 54 का मध्यानपुाती है। 

 

उदाहरििः-12    8xy और 4𝑥2𝑦 का ततृीयानपुाती पता करें। 

हल- माना m, 8xy और 4𝑥2𝑦 का ततृीयानपुाती है तो  

 8xy : 4x
2

y : m  8xy : 4x
2
y : : 4x

2
y : m 

 
8𝑥𝑦

4𝑥2𝑦 
=

4𝑥2𝑦 

𝑚
 = 8xy × m = 4x

2
y × 4x

2
y 

  M = 
4𝑥2𝑦 𝑥 𝑥 4𝑥2𝑦 𝑥  

8𝑥𝑦
 

अतिः ततृीयानपुात 2𝑥3 𝑦 है। 
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उदाहरििः-13    यडद a : b : : c : d हो, तो तसद्ध करें डक- 

   
(𝑑2−𝑐2)

(𝑏2−𝑎2)
=

𝑎𝑐

𝑎𝑑
 

हल- माना  𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
= 𝑘 है 

तो  a  =  bk, c  =  dk  होगा 

L.H.S  =  (𝑑2−𝑐2)

(𝑏2−𝑎2)
  

  = 
((𝑑𝑘)2−(𝑐𝑘)2)

(𝑏2−𝑎2)
   

  = 
𝑘2(𝑑2−𝑐2)

(𝑏2−𝑎2)
    =  k2  …………………………..(1) 

R.H.S  = 
𝑎𝑐

𝑑𝑏
 

  

  = 𝑏𝑘.
𝑑𝑘

𝑑𝑏
  

  = 
𝑘2(𝑏𝑑)

(𝑏𝑑)
 = k2   …………………………………….(2) 

 

(1) और (2) से हम कह सकते हैं डक 

(𝑑2 − 𝑐2)

(𝑏2 − 𝑎2)
=

𝑎𝑐

𝑎𝑑
 

 

      L.H.S = R.H.S 

व्युत्क्रमानुपात 

 हम देखते हैं डक एक तनणश्चत रातश से खरीदी गई िस्तुओूं की मात्रा कीमत बढ़ने पर 
कम हो िाती है। िहीूं कीमत घटने पर यह मात्रा अतधक हो िाती है। बस, टैलसी, साईडकल 
आडद की स्पीड(चाल) बढ़ाने अर्िा घटाने पर उसी द री को तय करने में लगा समय घट 
या बढ़ िाता है। डकसी काया को प िा करने में लगा समय काया करने में लगे व्यवक्तयों की 
सूंख्या घटाने या बढ़ाने के सार् क्रमशिः बढ़ या घट िाता है। यह सब व्यतु्क्रमानपुाती सूंबूंध 
हैं। 

  

सोचें एिूं चचाा करें  

व्यतु्क्रमानपुाती सूंबूंध के ऐसे ही कुछ और उदाहरि खोिकर तलणखए। 

व्यतु्क्रमानपुाती सूंबूंध बहुत सी िगह उपयोग में आते हैं। हम उदाहरि से समिते हैं:- 
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उदाहरििः-14    12 मिद र एक दीिार को 9 डदन में प्रततडदन 8 घण्टा काम करके बना सकते हैं। उसी दीिार को 
24 मिद र प्रततडदन 6 घण्टे काम करके डकतने डदन में बना लेंगे ? 

 

हल-   मिद रों की सूंख्या ि काया प िा करने में लगा समय एक द सरे के व्यकु्रमानपुाती होता है। दीिार बनाने में 
12 मिद रों को 9 डदन × 8 घण्टे =  72 घण्टे समय लगता है।  

यडद मिद रों की सूंख्या बढ़ाकर 24 कर दे तर्ा काया करने का समय घटाकर प्रततडदन 6 घण्टे कर दें और 
माना ग डदन में दीिार प िा हो िाती है; तो 24 मिद र को 6 घण्टे × x डदन  =  6x घण्टे लगेंगे।  

च ुँडक दोनों पररणस्र्ततयों में काम प रा हुआ अतिः यह समय की गिना ि मज़द रों की सूंख्या के व्यतु्क्रमानपुाती 
है णिसे हम तनम्न व्यतु्क्रमानपुाती सम्बरध के रूप में तलख सकते हैं- 
 

 

 मज़द रों की सूंख्या  :   मज़द रों की सूंख्या   : :   समय (घण्टों में)   :   समय (घण्टों में)     

           12       :            24         :  :       6x         :        72   

           

             72 × 12  =   6x × 24  

              
12

24
=

6𝑥

72
   

    

         X = 
72 𝑥 12

24 𝑥 6 
 = 6  

               

अतिः प्रततडदन काया करने का समय 8 घण्टा से घटाकर 6 घण्टा करने ि मिद रों की सूंख्या 12 से बढ़ाकर 24 
करने पर दीिार बनाने में 6 डदन का समय लगेगा। 
 

उदाहरििः-15    200 सी.एफ.एल. बल्ब को 6 डदन तक 4 घण्टे प्रततडदन िलाए िाने पर विद्यतु ्व्यय 40 रू. 
आता है। बताइए 48 रू. के व्यय पर 15 डदन तक 3 घण्टे प्रततडदन के डहसाब से डकतने CFL बल्ब िलाए िा 
सकते हैं ? 

 

हलिः- माना 48 रू. के कुल व्यय पर 15 डदन तक 3 घण्टे प्रततडदन के डहसाब से ग सी.एफ.एल. बल्ब िलाए 
िा सकते हैं।     

पहली णस्र्तत में- 

डदया है डक एक बल्ब 4 घण्टे प्रततडदन के डहसाब से 6 डदन िलता है। 

 एक बल्ब के िलने का कुल समय 6 × 4  =  24 घण्टे  

तो 200 बल्ब के िलने का कुल समय 200 × 24 घण्टे  

 

इसी तरह द सरी णस्र्तत में 

 

15 डदन तक 3 घण्टे प्रततडदन के डहसाब से ग बल्ब के िलने का कुल समय  
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                               x × 15 × 3  =  45x घण्टे    

यहाूं िैसे-िैसे बल्ब िलने का समय बढ़ेगा विद्युत व्यय भी बढेगा यातन िह समानपुाती हैं। 

 

200 बल्ब िलने का : कुल विद्यतु व्यय रू रू ग बल्ब िलने का : कुल व्यय 

    कुल समय                            कुल समय 

        200 × 24       :       40         : :       45x        :      48   

  

                             = 
200 𝑥 24

40
=

45𝑥

48
 

         X = 
200 𝑥 24 𝑥 48

45 𝑥 40
     =  128   

अतिः 48 रू. के विद्युत ्खचा पर 15 डदन तक 3 घण्टे प्रततडदन के डहसाब से x  =  128 बल्ब िलाए िा सकते 
हैं। 

 

उदाहरििः-16    यडद 15 व्यवक्त डकसी काम को 40 डदन में करते हैं। बताइए उस काम के चौर्ाई डहस्से को डकतने 
व्यवक्त 15 डदन में कर लेंगे? 

हलिः- यडद 15 व्यवक्त 1 काम को करते हैं = 40 डदनों में 

तो 15 व्यवक्त 1

4
 काम को करते हैं-  40 𝑥

1

2
= 10  डदनों में   

मान लें 1
4
   काम को x व्यवक्त 15 डदनों में प रा कर लेंगे। 

हम िानते हैं डक व्यवक्तयों  की सूंख्या डदनों की सूंख्या के व्यकुत्क्रमानपुाती है। 

तो इसे तनम्न तरीके से तलखा िा सकता हैिः- 

 

व्यवक्तों की सूंख्या   डदनों की सूंख्या  

15 व्यवक्त  :  x व्यवक्त  : :    15 डदन  :  10 डदन  

          
15

𝑥
=

15

10
 

            

अतिः 10 व्यवक्त इस काया के चौर्ाई भाग को 15 डदन में कर लेंगे। 

    

उदाहरििः-17   दो नल A और B एक टूंकी को क्रमशिः 30 तमनट और 40 तमनट में भर सकते हैं। तीसरा नल 
C उस टूंकी को 60 तमनट में खाली कर सकता है। यडद तीनों नल एक सार् खोल डदए िाएुँ तो टूंकी को भरने 
में डकतना समय लगेगा? 

हलिः- च ुँडक नल A द्वारा 30 तमनट में टूंकी का भरा गया  भाग = 1 
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  इसतलए 1 तमनट में टूंकी का भरा गया भाग   = 1

30
 

      च ुँडक नल B द्वारा 40 तमनट में टूंकी का भरा गया भाग  = 1 

      इसतलए 1 तमनट में नल द्वारा टूंकी का भरा गया भाग  = 
1

40
   

  च ुँडक नल ब ्द्वारा 60 तमनट में खाली डकया गया भाग   = 1 

 इसतलए 1 तमनट में  नल द्वारा टूंकी का खाली डकया गया भाग = 1

60
  

 तीनों नलों को एक सार् चाल  करने पर दो नलों से टूंकी में पानी िाएगा लेडकन तीसरे नल से टूंकी से 
पानी तनकलता िाएगा । 

अतिः 1 तमनट में टूंकी का भरा गया भाग = 1

30
+

1

40
−

1

60
  = 

4+3−2

120
 = 

5

120
 

      

च ुँडक  भाग भरने में लगा समय = 1 तमनट 

इसतलए प रा 1 भाग अर्ाात टूंकी को भरने में लगा समय  = 

1

5

120
 

    

       = 
120

5
  

       =  24 तमनट 

 

 

 

उदाहरििः-18    एक पम्प एक टूंकी को 2 घण्टे में भरता है। टूंकी में ररसाि होने के कारि टूंकी भरने में 3 
घण्टे लग िाते हैं यडद टूंकी प री भरी हो तो ररसाि के कारि खाली होने में डकतना समय लगेगा? 

हलिः-  पूंप द्वारा 2 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग = 1  

 इसतलए पूंप द्वारा 1 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग =  1

2
      

 माना ररसाि के कारि x घण्टे में टूंकी  का खाली हुआ भाग = 1  

 तब ररसाि के कारि  1  घण्टे में  टूंकी  का खाली हुआ भाग = 1/𝑥           

 च ुँडक ररसाि के बािि द पूंप द्वारा 3 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग = 1  

 इसतलए ररसाि के बािज़ द 1 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग = 1

3
  

 ररसाि के बािज़ द 1 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग   

 = पूंप द्वारा 1 घण्टे में टूंकी का भरा गया भाग  

 - ररसाि के कारि 1 घण्टे में टूंकी का खाली हुआ भाग 
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1

3
=

1

2
−

1

𝑥
   

    
1

3
=

𝑥−2

2𝑥
 

     

           2x = 3x - 6 

     X = 6 

 अतिः ररसाि के कारि टूंकी 6 घण्टे में खाली हो िाएगी। 

करके देखें  

1. तीन व्यवक्त A, B तर्ा C डकसी काम को क्रमशिः 12 डदन, 15 डदन तर्ा 10 डदन में समाप्त कर सकते 
हैं। यडद उस काम को तीनों तमलकर करें तो काम प रा होने में डकतने डदन लगेंगे। 

 

     प्रश्नािली- 3 

 

1.  यडद 29 पसु्तकों का म ल्य 783 रूपए है तो 2214 रू. में डकतनी पसु्तकें  तमलेगी ? 

2.  यडद 14 : 35 : : 16 : x हो, तो ग का मान पता करें। 

3.  2xy, x2, y2   का चतरु्ाानपुाती पता करें। 

4.  सूंख्याएुँ 10, 18, 22, 38 में से हर एक सूंख्या में लया िोड़ा िाए डक ये सूंख्याएुँ समानपुाती हो िाए? 

5.  यडद a और c का मध्यानपुाती इ हो तो, तसद्ध करें डक 

 . 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏
=

𝑎+𝑐

𝑏
 

6.  िे सूंख्याएुँ पता करें णिनका मध्यानपुाती 24 और ततृीयानपुाती 192 हो। 

7.  यडद (1 + x) : (3 + x) : (6 + x)  हो, तो ग का मान पता करें। 

8.  दो सूंख्या 3:5 के अनपुात में है यडद प्रत्येक में से 9 घटाया िाए तो ि े12:23 के अनपुात में हो िाती 

हैं। बताइए पहली सूंख्या लया है? 

9.  डकसी काम को 45 मिद र प्रततडदन 6 घण्टा काम करते हुए 24 डदनों में प िा कर लेते हैं। बताइए 

डकतने मिद र उस काम को 8 घण्टा प्रततडदन करते हुए 15 डदन में प िा कर लेंगे? 

10.  डकसी काम 25 व्यवक्त 6 घण्टे प्रततडदन करके 9 डदन में प िा करते हैं तो बताइए 15 व्यवक्त 9 घण्टा 

प्रततडदन काम करके उस काम को डकतने डदन में प िा कर लेंगे ? 
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11.  यडद 30 आदमी डकसी काम को 6 घण्टे प्रततडदन करके 15 डदन में प िा करते हैं। उसी काम को 20 

आदमी डकतने घण्टे प्रततडदन काम करके 15 डदन में ही प िा कर लेंगे ? 

12.  एक कार सरायपाली से 75 डकमी प्रतत घण्टा की औसत चाल से चलकर रायपरु 4घण्टे में पहुुँचती है। 

मागा में बाधा ि टै्रडफक बढ़ िाने के कारि कार की औसत चाल 15 डकमी प्रतत घण्टा कम हो िाती है। कार 

को रायपरु पहुुँचने में डकतना समय लगेगा ? 

13. यडद 10 बल्बों को 60 डदन तक 4 घण्टे प्रततडदन िलाने में 80 रू. का विद्युत ्व्यय आता है तो डकतने 

बल्ब 16 डदन तक 3 घण्टे प्रततडदन िलाए िाने पर 40 रू. का विद्यतु ्व्यय आएगा? 

14.  डकसी काम को 48 मिद र 8 घण्टे प्रततडदन काम करके 25 डदन मूंेे प िा करते हैं। 30 आदमी इस 

काम से दगुनेु काम को 10 घण्टे प्रततडदन करके डकतने डदन में प िा कर लेंगे? 

15.  A और B तमलकर डकसी काम को 24 डदन में, B और C तमलकर उसी काम को 18 डदन में तर्ा A 

और C तमलकर उसी काम को 12 डदन में करते हैं। बताइए । अकेले उस काम को डकतने डदन में प रा कर 

लेगा? 

16.  डकसी काम को प रा करने में 15 व्यवक्तयों को 16 डदन लगते हैं। डकतने व्यवक्त उस काम के चौर्ाई 

भाग को 15 डदन में प रा कर सकते हैं? 

17. डकसी कैम्प में 120 सैतनकों के तलए 60 डदन की खाद्य सामग्री पयााप्त र्ी। यडद 40 डदन बाद 40 

सैतनक अरयत्र चले गए तो शेष खाद्य सामग्री बचे हुए सैतनकों के तलए डकतने डदन चलेगी? 

18.  यडद 11 मकडड़याुँ 11 डदनों में 11 िालें बनाती हैं तो बताइए 1 मकड़ी 1 िाल बनाने में डकतने डदन 

लगेगी। 

19. दो नल एक टूंकी को प रा भरने में 6 घण्टे का समय लेते हैं। यडद एक नल को खोलने पर 10 घण्टे 

में प रा भर लेता है। तो बताइए केिल द सरा नल खोलने पर टूंकी भरने में डकतना समय लगेगा।  
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हमने सीखा 

1. दैतनक िीिन में प्रायिः कई बार तुलना करने की आिश्यकता पड़ती है। यह तलुना 

बहुत बार अनपुात से स्पष्ट हो पाती है। अर्ाात दो रातशयों की तुलना अनपुात से बेहतर तरीके 

से कर सकते हैं। 

2. णखलाडड़यों के प्रदशान की तलुना करनी हो अर्िा बािार में कोई िस्तु खरीदनी हो 

तो हम तुलना के आधार पर ही उनकी श्रेष्ठता का तनधाारि कर पाते हैं। 

3. तुलना समान प्रकार की रातशयों में ही की िाती है अर्ाात अनपुात दो सिातीय रातशयों की तुलना 

होती है। 

4. कभी-कभी हमें दो अनपुातों की तुलना करने की िरूरत पड़ती है। दो अनपुातों की तुलना समानपुात 

कहलाती है। 

5. डकसी रातश को दो या दो से अतधक भागों में बाुँटने में अनपुात का उपयोग डकया िाता है। 

6. दैतनक िीिन में हम ऐसी कई पररणस्र्ततयाुँ देखते हैं िहाुँ एक रातश के बढ़ने या घटने  से द सरी रातश 

घट या बढ़ िाती है। ये रातशयाुँ व्यतु्क्रम अनपुात में होती हैं। 
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                                                  तनदेशाूंक ज्यातमतत 

                                                                                                 [COORDINATE GEOMETRY] 

 06 

    
आपने फुटबॉल का मैदान देखा ही होगा शायद खेला भी हो। यह तो हमें पता है डक खेल शुरू होने के पहले 
फुटबॉल को मैदान के ठीक बीच रखते हैं। दोनों टीमों के णखलाड़ी मैदान में आमने-सामने रहते हैं एक टीम एक 
तरफ तर्ा द सरी टीम द सरी तरफ। मैदान में दोनों तरफ गोल पोस्ट होते हैं िैसा डक आप तचत्र (i) में देख रहे 
हैं। यह बीच में रखे फुटबॉल से बराबर-बराबर द री पर होते हैं। 

फुटबॉल के मैदान की मानक लूंबाई 120 मीटर तर्ा मानक 
चौड़ाई 90 मीटर होती है। हालाूंडक खेल तो डकतने भी बड़े मदैान 
पर हो सकता है। मैदान में णखलाड़ी अपनी-अपनी तरफ अपनी 
भ तमका अनसुार फैले रहते हैं हालाूंडक खेलते समय िे मैदान में 
हर िगह िा सकते हैं। डदए गए तचत्र (ii) में हम दोनों टीमों के 
णखलाडड़यों की शुरूआती णस्र्तत को देखते हैं तचत्र के बायें भाग में 
टीम । है तर्ा दायें भाग में टीम A है। 

फुटबॉल मैदान के ठीक मध्य वबूंद ुपर है। मदैान पर   मध्य 
रेखा िो दोनों टीमों को अलग-अलग करती है, खीूंची रहती है। 
अब इसके लूंबित एक खड़ी रेखा खीूंची हो तो, फुटबॉल का मैदान 
चार भागों में बुँट िाएगा। हमने ऐसा करके तचत्र (iii) बनाया है। 
तचत्र में मैदान के बायीूं ओर टीम A के णखलाड़ी और दायीूं ओर 
टीम B के णखलाड़ी हैं। बायीूं ओर टीम A के णखलाड़ी की शुरूआती 
णस्र्तत को 𝑎1, 𝑎2 … … … 𝑎11 तर्ा दायीूं ओर टीम B के 
णखलाडड़यों की शुरू में णस्र्तत को 𝑏1, 𝑏2 … … … 𝑏11से दशााया 
गया है। 

आप देख सकते हैं डक दोनों गोलकीपर सबसे पीछे गोलपोस्ट के पास हैं उसके बाद फुलबकै हैं िो गोल पोस्ट 
से लगभग 20.25 मीटर आगे है। डफर तमड फील्डर हैं िो 40 - 45 मीटर आगे हैं। ठीक मध्य रेखा के पास 
दोनों तरफ के फािाडा अपनी-अपनी ओर णस्र्त हैं।  
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हम बायीूं ओर यानी टीम A  की डदशा को ऋिात्मक डदशा ि दायीूं ओर टीम B की डदशा को धनात्मक डदशा 
मानेंगे। उनकी णस्र्तत को इूंतगत करने के तलए हम मध्य वबरद ुसे गिुर रही रेखाओूं से उनकी द री का 
इस्तेमाल करेंगे। 

 

गोलकीपर दोनों तरफ मध्य वबूंद ुसे 55 मीटर द र है डकरत ुआड़ी रेखा पर णस्र्त हैं अतिः इरहें (55,0) ि (-55, 
0) से तनरूवपत करेंगे। इसी तरह टीम A  के फुल बकै, आड़ी रेखा के ऊपर के भाग में मध्य वबूंद ु(मध्य रेखा 
के) से - 35 और टीम B के +35 रेखा पर डटे हैं। टीम A ने 3 फुल बकै रखे हैं और टीम B के 4 फुल बकै हैं। 
ये सभी बीच की रेखा से ऊपर की ओर, णिसे हम (+) मानेंगे और नीचे की ओर, णिसे हम (-)  मानेंगे, पर हैं।  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

टीम A के तीन फुल बकै (-35,20), (-35,0) (-35,-20),पर णस्र्त हैं इसी तरह टीम B के चार फुल बकै 
(+35,30), (+35,+15), (+35,-15),और (+35,-30),पर णस्र्त हैं।  

सोचें  एिूं चचाा करें  

अब आप भी अपने दोस्तों के सार् तमलकर मैदान में फैले हुए दोनों टीमों के बाकी णखलाडड़यों      की णस्र्तत 
पता कर उनके वबूंद ुतलणखए। (तचत्र-iii) 

करके देखें  

1. िॉलीबाल के मैदान के नेट को मध्य रेखा मानकर इसके मध्य ठीक बीचो-बीच एक लूंबित रेखा खीूंतचए 
तर्ा इसके कटान मध्य वबूंद ुसे सभी णखलाडड़यों की णस्र्तत पता कीणिए। 

2. डक्रकेट के मैदान में बल्लेबाि की णस्र्तत को मध्य वबूंद ुपर एक आड़ी रेखा के लूंबित एक रेखा खीूंचकर 
णखलाडड़यों की णस्र्तत को दशााइए ि उन वबूंदओुूं को तलणखए। 

 

आइए एक और उदाहरि से डकसी तल पर रखी िस्तुओूं की णस्र्तत का पता लगाते हैं आप कभी अपने शहर 
या कस्बे के तसनेमाघर में कोई डफल्म देखने गए होंगे। लया आपको याद है डक आपने अपनी सीट कैसे ढ ुँढ़ी 
र्ी? कुछ तसनेमाघरों में कुसी की पूंवक्तयों को A,B,C,D…… आडद 
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नाम देकर प्रत्येक पूंवक्त की कुतसायों को क्रमाूंक 1,2,3,4 दे डदया 
िाता है। इस तरह सभी कुतसायों को कोई न कोई नाम िसेै – A1 , 

A2 ,  B4 , C19 , D40 तमल िाता है। 

मान लें डकसी बड़े सभाकक्ष में आड़ी और खड़ी अनेक कतारों में 
कुतसायाुँ रखी हुई हैं। आप सभाकक्ष के ठीक बीच िाली कुसी पर बठेै 
हैं। आपके तमत्रों के बठैने की िगह कहाुँ-कहाुँ है, यह आपको पता 
है। 

यह उरहें कैसे बताएुँगे? 

आप णिस कुसी पर बठेै हैं उसके नीचे एक आड़ी पट्टी है िो 
सभाकक्ष के बायें से दायें डकनारे तक गई है। यह पट्टी 
सभाकक्ष के फशा को दो डहस्सों में बाुँटती है। आपके सामने का 
डहस्सा और आपके पीछे का डहस्सा। इससे आप सभाकक्ष की 
कुतसायों के बारे में बता सकते हैं डक उनकी णस्र्तत कहाुँ पर है 
िैसे आपके सामने की कुतसायाुँ, पीछे की कुतसायाुँ और पट्टी के 
ऊपर रखी कुतसायाुँ। 

यडद ऐसी ही एक और पट्टी आपकी कुसी के नीचे से गिुरती 
हो िो पहली पट्टी के लूंबित हो और सभाकक्ष के सामने से 
पीछे तक िाती हो, तो यह पट्टी भी सभाकक्ष को दो डहस्सों में 
बाुँटेगी। आपके दायीूं ओर का डहस्सा और आपके बायीूं ओर का 
डहस्सा। इसी तरह कुतसायों के बारे बताने के तलए भी आपके 
पास कुछ नई बात होगी िैसे आपके दायीूं ओर की कुतसायाुँ, आपके बायीूं ओर की कुतसायाुँ और इस खड़ी पट्टी 
के ऊपर रखी कुतसायाुँ। 

अब आप देखेंगे डक सभाकक्ष का समतल (फशा) चार डहस्सों 
में बुँट गया है। इसके सार्-सार् कुतसायाुँ भी चार डहस्सों में 
बुँट गई हैं। कुतसायों के सूंदभा में यह बात ध्यान में रखनी 
होगी डक आड़ी और खड़ी पणट्टयों पर भी कुतसायाुँ रखी हुई हैं 
िो चारों डहस्साूंेे को अलग करती हैं और उनमें शातमल नहीूं 
हैं।  

 वपछली कक्षाओूं में आपने सूंख्या रेखा का उपयोग 
डकया है। यहाुँ भी उसकी सहायता लेंगे। मानलें आपकी कुसी 
के नीचे से िाने िाली आड़ी और खड़ी पणट्टयाुँ दो सूंख्या 
रेखाएुँ हैं िो एक द सरे के लूंबित हैं और एक द सरे को िहाुँ 
काटती हैं िहाुँ 
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आपकी कुसी रखी है यानी सभा कक्ष के ठीक बीच में। आपकी कुसी ही िह िगह है िहाुँ दोनों सूंख्या रेखाओूं 
का श रय है। तो अब इस आड़ी पट्टी पर आपके दायीूं ओर रखी कुतसायों को क्रमशिः +1, +2, +3, +4 आडद पर 
रखी गई कुतसायाुँ तर्ा बायीूं ओर रखी कुतसायों को क्रमशिः -1, -2, -3, -4 आडद पर रखी गई कुतसायाुँ कह सकते 
हैं। इसी तरह खड़ी पट्टी पर आपके सामने और पीछे की कुतसायों को  क्रमशिः +1, +2, +3, +4 और -1, -2, -3, -

4 की कुतसायाुँ कह सकते हैं। 

 लया हम सभाकक्ष में रखी कुतसायों की कतारों को भी नाम दे सकते हैं? 

 यडद हम कुतसायों की खड़ी कतारों को स्तम्भ तर्ा आड़ी कतारों को पूंवक्त कहें तो आप कह सकें गे डक 
आपकी कुसी के नीचे से िाने िाली खड़ी पट्टी एक स्तम्भ है िो आड़ी सूंख्या रेखा के श रय से गिुरती है। 
आपके दायीूं ओर के सभी स्तम्भ आड़ी सूंख्या रेखा के क्रमशिः +1, +2, +3, +4 आडद से गिुरते हैं। इरहें हम +1 
स्तम्भ, +2 स्तम्भ, +3 स्तम्भ कहेंगे। इसी तरह बायीूं ओर के स्तम्भों को क्रमशिः -1 स्तम्भ, -2 स्तम्भ, -3 
स्तम्भ कहेंगे।  

 आपकी कुसी के नीचे से िाने िाली खड़ी पट्टी को लया कहेंगे? 

 स्पष्ट है इसे आप 0 स्तम्भ (श रय स्तम्भ) कहेंगे। 

 ठीक इसी तरह आड़ी पट्टी श रय पूंवक्त और इसके ऊपर की पूंवक्तयाुँ +1 पूंवक्त, +2 पूंवक्त, +3 पूंवक्त  तर्ा 
नीचे की पूंवक्तयाुँ -1 पूंवक्त, -2 पूंवक्त, -3 पूंवक्त कहलाएुँगी। 

 आपके तमत्र A,B,C,D  और E सभी आपके पास हॉल के बीच में ही खड़े हैं और उरहें अपने तलए 
तनधााररत कुतसायों पर िाना है। उनके स्र्ान तचत्र (vii) में डदखाए गए हैं। आइए उरहें उनकी िगह बताएुँ। 

A का स्र्ान - स्तूंभ 2, पूंवक्त 3 पर रखी कुसी 

B का स्र्ान - स्तूंभ 2, पूंवक्त -2 पर रखी कुसी 

C का स्र्ान - स्तूंभ -3, पूंवक्त -3 पर रखी कुसी 

D का स्र्ान - स्तूंभ -4, पूंवक्त 0 पर रखी कुसी 

E का स्र्ान - स्तूंभ 0, पूंवक्त 2 पर रखी कुसी 

 

 सोचें और चचाा करें    

आपकी कुसी डकस िगह पर है? 

 

करके देखें  

1. एक बगीचे में आड़ी और खड़ी कतारों में पौधे लगे हुए हैं। उरहें स्तम्भों और पूंवक्तयों में दशााया गया है। 
L,M,O,P क्रमशिः नीब , आम, सूंतरे और पपीते के पौधों को प्रदतशात करते हों, तो उनके स्र्ान स्तूंभ और पूंवक्त के 
रूप में तलखें। 
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फुटबॉल के मैदान के तचत्र (iii) को देखकर नीचे दी गई तातलका प री कीणिए -    

णखलाड़ी   फुटबॉल से णखलाड़ी की द री 
  

णखलाड़ी की णस्र्तत 

डकतने बाएुँ/दाएुँ चले 
? 

डकतने इकाई 
ऊपर/नीचे चले ? 

a 2    

a 6    

a 7    

a 10    

b 6    

b 7    

b 8    

b 9    

b 10    

 

  ऊपर के उदाहरिों में आपने यह देखा डक एक तल पर रखी हुई डकसी िस्तु की णस्र्तत दो 
परस्पर लूंब रेखाओूं की सहायता से बताई िा सकती है। इस विचारधारा से गणित की एक महत्िप िा शाखा 
तनदेशाूंक ज्यातमतत  (Coordinate Geometry) की उत्पवत्त हुई। इस अध्याय में तनदेशाूंक ज्यातमतत की कुछ 
आधारभ त सूंकल्पनाओूं से हम आपको पररतचत कराएुँगे। 
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प्रारूंभ में फ्ाूंसीसी दाशातनक और गणितज्ञ रेने दकात ेने इस पर अध्ययन डकया, उरहोंने एक तल में एक वबूंद ु
की णस्र्तत का तनधाारि करने की समस्या का हल प्राप्त कर तलया। उनकी वितध अक्षाूंश और देशाूंतर की 
विचारधारा का ही एक विकतसत रूप र्ी। एक तल पर णस्र्त डकसी वबूंद ुकी णस्र्तत का तनधाारि करने में प्रयकु्त 
पद्धतत को दकाते के सम्मान में कातीय पद्धतत (Cartesian System) भी कहा िाता है। 

 दकाते ने एक तल पर परस्पर लूंबित दो रेखाओूं को खीूंचने और इन रेखाओूं के सापेक्ष तल पर 
वबूंदओुूं का स्र्ान तनधाारि करने का विचार प्रस्ततु डकया। लूंब रेखाएुँ डकसी भी डदशा में हो सकती हैं। इस 
अध्याय में हमने एक क्षतैति (आड़ी) और द सरी उध्िााधर (खड़ी) रेखा का उपयोग डकया है। दोनों रेखाएुँ एक 
द सरे को णिस वबूंद ुपर काटती हैं उसे म लवबूंद ु(Origin)  कहा िाता है। इसे O से प्रदतशात डकया िाता है। 
क्षतैति रेखा X’X  को x अक्ष और उध्िााधर रेखा YY’ को y अक्ष कहा िाता है। च ुँडक OX और OY डदशाओूं में 
धनात्मक सूंख्याएुँ णस्र्त हैं इसतलए OX और OY को क्रमशिः x अक्ष और x अक्ष की धनात्मक डदशाएुँ कहा 
िाता है। इसी प्रकार, OX’ और OY’  को क्रमशिः x अक्ष और y अक्ष की ऋिात्मक डदशाएुँ कहा िाता है। 

 ये दोनों अक्ष तल को चार बराबर भागों में विभाणित करते हैं। इन चार भागों को चतरु्ाांश 
(quadrants)कहा िाता है। इरहें OX  से िामािता डदशा में क्रमशिः I , II , III और IV चतरु्ाांश कहा िाता है। इस 
प्रकार, इस तल में दोनों अक्ष और चारों चतरु्ाांश सणम्मतलत हैं। इस तल को कातीय तल (Cartesian plane ) या 
तनदेशाूंक तल (Coordinate plane)  या xy तल (xy-plane) कहते हैं। अक्षों को तनदेशाूंक अक्ष (Coordinate 

axes) कहा िाता है। 
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तनदेशाूंक समतल में डकसी वबूंद ुकी णस्र्तत का पता लगाना:-  

हम तनदेशाूंक समतल पर डकसी वबूंद ुका पता कैसे करेंगे, आइए इसे एक उदाहरि से समिते हैं।  

 एक ग्राफ पेपर पर x और y अक्ष खीूंतचए। पहले चतुर्ाांश में कहीूं पर एक वबूंद ुP लीणिए। P से x और 
y अक्ष पर क्रमशिः लम्ब PM और PN डातलए। 

 यहाुँ y अक्ष से वबूंद ुP की लूंबित द री PN 4 इकाई है। (इसे x अक्ष की धनात्मक डदशा में मापा गया 
है।) और x अक्ष से वबूंद ुP की लूंबित द री PM 3 इकाई है। (इसे y अक्ष की धनात्मक डदशा में मापा गया है।) 
इन द ररयों की सहायता से वबूंद ुP का तनधाारि करेंगे। 
डकसी वबूंद ुका तनधाारि करने के तलए हम तनम्नतलणखत 
परूंपराओूं का ध्यान रखते हैं: 

1. डकसी वबूंद ुका x-तनदेशाूंक y- अक्ष से इस वबूंद ु
की लूंबित द री है णिसे x- अक्ष पर मापा िाता है। यह 
द री x- अक्ष की धनात्मक डदशा में धनात्मक और x- 
अक्ष की ऋिात्मक डदशा में ऋिात्मक होती है। वबूंद ुP 

के तलए यह +4 है। x-तनदेशाूंक को भिु (abscissa) 
कहा िाता है।  

2. डकसी वबूंद ुका y-तनदेशाूंक x- अक्ष से इस वबूंद ु
की लूंबित द री है णिसे y- अक्ष पर मापा िाता है। यह 
द री y- अक्ष की धनात्मक डदशा में धनात्मक और y- 
अक्ष की ऋिात्मक डदशा में ऋिात्मक होती है। वबूंद ु P के तलए यह +3 है। y-तनदेशाूंक को कोडट (Ordinate) 

कहा िाता है।  

3. तनदेशाूंक तल में डकसी वबूंद ुके तनदेशाूंक तलखते समय पहले x-तनदेशाूंक तलखते हैं और उसके बाद y-

तनदेशाूंक तलखते हैं। तनदेशाूंकों को कोष्ठक के अूंदर तलखा िाता है।  

 अतिः वबूंद ुP के तनदेशाूंक (4,3) हैं। 

उदाहरििः-1. वबूंद ुA (4, 5 ) को तनदेशाूंक समतल में प्रदतशात कीणिए। 

हलिः- च ुँडक x-तनदेशाूंक +4 है अर्ाात वबूंद ुकी y-अक्ष से लूंबित द री +4 है। इसतलए पहले हम x-अक्ष की 
धनात्मक डदशा अर्ाात OX डदशा में +4 इकाई बढ़ेंगे। च ुँडक y-तनदेशाूंक +5 है,  अर्ाात वबूंद ुकी x-अक्ष से लूंबित 
द री +5 है। इसतलए अब हम y-अक्ष की धनात्मक डदशा अर्ाात OY  डदशा में +5 इकाई बढ़ेंगे। इस तरह हमें 
वबूंद ु A (4,5) प्राप्त हुआ। 
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उदाहरििः-2. वबूंद ुB (-4 , 5 ) को दशााइए। 

हलिः- वबूंद ुB  का x-तनदेशाूंक -4 है, तो हमें डकस डदशा में बढ़ना होगा? 

 च ुँडक वबूंद ुठ का x-तनदेशाूंक ऋिात्मक है इसतलए हम x-अक्ष में OX’ की डदशा में आगे बढ़ेंगे। आगे 
के चरि आप स्ियूं करें और तनदेशाूंक समतल में वबूंद ुB (-4,5) को दशााइए। 

  करके देखें 

1. नीचे कुछ वबूंदओुूं के तनदेशाूंक डदए गए हैं। ये डकस-डकस चतुर्ाांश में णस्र्त हैं? प्रत्येक को तनदेशाूंक 
समतल पर प्रदतशात कीणिए- 

 (1) (5,7)   (2) (-2,5)  (3) (2,-2)                (4) (-4,-5)  

कोई भी 5 और तनदेशाूंक िोड़े तलखें। उरहें उनके चतुार्ाूंशों पर उपयकु्त स्र्ान पर प्रदतशात करें। 

अक्षों पर वबूंद:ु  

 यडद कोई वबूंद ु x-अक्ष पर हो तो उसके तनदेशाूंक लया होंगे? हम िानते हैं डक डकसी वबूंद ुतक पहुुँचने 
के तलए हमें दो द ररयाुँ चलनी होती 
हैं। पहला  x-अक्ष के अनडुदश (y-

अक्ष के लूंबितद) द सरा  y-अक्ष के 
समाूंतर ( x-अक्ष के लूंबित) अब 
यडद कोई वबूंद ु x-अक्ष पर ही णस्र्त 
हो तो हमें म ल वबूंद ुसे उस वबूंद ु
तक केिल एक द री चलनी होगी। 
च ुँडक  y-अक्ष के समाूंतर चली गई 
द री श रय होगी। इसतलए उस वबूंद ु
का  y-तनदेशाूंक श रय होगा। अतिः   

x-अक्ष पर णस्र्त डकसी वबूंद ुके 
तनदेशाूंक (x,0 )या (-x,0) होंगे। िसेै   

x-अक्ष पर णस्र्त वबूंद ुa के 
तनदेशाूंक (4,0) हैं। 

 इसी तरह  y-अक्ष पर णस्र्त 
डकसी वबूंद ुके तनदेशाूंक (0,y) या 
(0,-y) होंगे।  

 स्पष्ट है डक म लवबूंद ुO के 
तनदेशाूंक (0,0)  होंगे। 
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उदाहरििः-3. तनदेशाूंक समतल पर वबूंद ुP (3,0) को दशााइए। 

हलिः- च ुँडक वबूंद ुP  का  y-तनदेशाूंक 0 है, इसतलए  x-अक्ष से इस वबूंद ुकी लूंबित ्द री श रय है। अतिः यह 
वबूंद ु x-अक्ष पर होगा। वबूंद ुच ्का  x-तनदेशाूंक 3 है, इसतलए यह वबूंद ुOX की डदशा में म लवबूंद ुसे 3 इकाई की 
द री पर होगा। 

 

 करके देखें 

 1. वबूंदओुूं B (0,4) , C (-4,0) और D (0,-2)  को तनदेशाूंक समतल पर दशााइए। 

 2. तीन ऐसे अलग-अलग वबूंरदओुूं के तनदेशाूंक तलखें िो  x-अक्ष पर हैं। 

 3. इसी तरह  y-अक्ष पर णस्र्त तीन अलग-अलग वबूंरदओुूं के तनदेशाूंक तलणखए। 

 

प्रश्नािली - 01 

1. नीचे कुछ वबूंदओुूं के तनदेशाूंक डदए गए हैं उरहें तनदेशाूंक समतल पर प्रदतशात कर बताइए डक वबूंद ु
डकस चतरु्ाांश में हैं ? 

 (i)(3,4)         (ii) (-5,6)  (iii) (-2,-1)      (iv) (2.5,-7) 

 

2. तनम्नतलणखत वबूंदओुूं के तनदेशाूंक के आधार पर बताइए डक वबूंद ुडकस अक्ष पर णस्र्त है? 

 (i) (3,5)         (ii) (-6,0)  (iii)(-3,0)      (iv) (0,-3.5) 

 

3.  ररक्त स्र्ानों की प तता कीणिए। 

i. वबूंद ुP (-4,-7)  ………………………………………चतुर्ाांश में णस्र्त है। 
ii.  x-अक्ष पर णस्र्त डकसी वबूंद ुका  y-तनदेशाूंक  ……………………………………… होता है। 
iii. तनदेशाूंक समतल पर दोनों अक्ष परस्पर  ……………………………………… होते हैं। 
iv.  y-अक्ष पर णस्र्त डकसी वबूंद ुका  x-तनदेशाूंक  ……………………………………… होता है। 
v. म ल वबूंद ुके तनदेशाूंक  ……………………………………… होते हैं।  

 

4.  आलेख-05 में प्रदतशात वबूंदओुूं की णस्र्ततयों का अिलोकन कर तनम्नतलणखत तनदेशों के अनसुार काया 
कीणिए-     
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a. ऐसे वबूंदओुूं को तलणखए णिनके  x-तनदेशाूंक 
समान हैं।     

 

b. ऐसे वबूंदओुूं को तलणखए णिनके  y-तनदेशाूंक 
समान हैं।  

 

 

c. ऐसे वबूंदओुूं को तलणखए णिनके  x-तनदेशाूंक और  

y-तनदेशाूंक समान हैं।  
  

 

वबूंदओुूं के बीच की द री  

डदए गए आलेख में चार वबूंदओुूं A,B,C और D को प्रदतशात डकया गया है। लया आप बता सकते हैं डक A , B 
और C,D  वबूंदओुूं के बीच की द ररयाुँ डकतनी-डकतनी हैं? 

 लया वबूंद ुA और वबूंद ुB के बीच की 
द री AB , वबूंद ुC और वबूंद ुD के बीच की द री 
CD से कम है या दोनों द ररयाुँ बराबर हैं? हम उन 
दोनों वबूंदओुूं के बीच की द री कैसे ज्ञात करेगे 
णिनके तनदेशाूंक डदए गए हों?  

 उन दो वबूंदओुूं के बीच की द री ज्ञात 
करना आसान है िो क्षतैति या ऊध्िााधर अक्षों 
पर या उनके समाूंतर डकसी रेखा पर णस्र्त िसेै 
हों। िैसे – A (1,1)  ि B (1,4) । इसी त रह C 
(2,2)  और D (6,2) हैं। 

 इनमें पहले दोनों वबूंदओुूं के  y-तनदेशाूंकों 
का अूंतर लेने पर द री AB तर्ा बाद के दो 
वबूंदओुूं के  x-तनदेशाूंकों का अूंतर लेने पर द री 
CD  क्रमशिः प्राप्त कर सकते हैं। 

 द री AB = 4-1 = 3 इकाई  

 (च ुँडक AB =  y2- y1 ,  लयोंडक x2 और x1 बराबर हैं।) 
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द री CD =  6-2 = 4 इकाई  

 ( च ुँडक CD  = x 2 -  x1 ,  लयोंडक y1 और y1 बराबर हैं।) 

 इसी तरह P (1,-2) और फ (1,-6) के बीच की द री    

 PQ  = y2  - y1   लयोंडक x2 और x1 बराबर हैं। 

 PQ  = -6 - (-2)  = -4  

 द री धनात्मक ली िाती है। अतिः PQ  = 4 इकाई 

 करके देखें 
 इन वबूंदओुूं के बीच की द ररयाुँ ज्ञात कीणिए ।    

 (i) (5,8) और (5,.3)  

 (ii) (2,3) और (2,7)   

 

 

डकरहीूं भी दो वबूंदओुूं के बीच की द री - 

 वपछले उदाहरि में ऐसी पररणस्र्तत में डकरहीूं दो वबूंदओुूं के बीच की द री ज्ञात की गई णिसमें रेखा 
अूंतराल ।ठए ब्क् अर्िा च्फ या तो उध्िााधर हैं या 
क्षतैति। 

 यडद ऐसे दो वबूंद ुहों िो उध्िााधर या क्षतैति 
रेखा अर्िा उनके समाूंतर रेखा पर न हो  यानी ऐसा 
रेखा अूंतराल हो िो न तो उध्िााधर हो न ही क्षतैति 
तो उनके बीच की द  री कैसे ज्ञात करेंगे? आइए एक 
उदाहरि देखें - 

उदाहरििः-4. वबूंदओुूं । (1,2) और B (4,6) के बीच 
की द री ज्ञात कीणिए। 

हल:- वबूंद ुA से x- अक्ष के समाूंतर रेखा खीूंतचए। 
इसी तरह वबूंद ुB से y- अक्ष के समाूंतर रेखा खीूंतचए। 
ये दोनों रेखाएुँ वबूंद ुC पर प्रततच्छेद करती हैं। 

 द री AC 4-1 = 3 इकाई 
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और द री BC= 6-2 = 4  इकाई। 

 वत्रभुि ABC में बौधायन- पाइर्ागोरस प्रमेय से 

 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 

= 32 + 42 

 = 9 + 16 

 = 25 

         द री AB = 5 इकाई। 

 

 

व्यापक पररणस्र्तत में द री  

तनदेशाूंक समतल में डकरहीूं भी दो 
वबूंदओुूं के बीच की द री ज्ञात 
करने के तलए हमें ऐसा तरीका 
चाडहए िो हर तरह की द ररयों पर 
लाग  हो। हम Q और P  के बीच 
द री तनकालेंगे। 

 मान लीणिए डक वबूंद ुP 
के तनदेशाूंक (x1y1) और Q के 
तनदेशाूंक(𝑥2, 𝑦2) हैं। 

समकोि वत्रभिु PRQ  में, 

 द री  PR = 𝑥2 − 𝑥1 

 द री  OR = 𝑦2 − 𝑦1 

    

समकोि वत्रभिु PRQ में 
बौधायन-पाइर्ागोरस प्रमेय से 

   𝑃𝑄2 = 𝑃𝑅2 + 𝑄𝑅2 

 = (𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

        PQ = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 
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च ुँडक (𝑥2 − 𝑥1)2  और(𝑥2 − 𝑥1)2  बराबर हैं इसतलए हम वबूंद ुP से वबूंद ुQ की द री ज्ञात करें या वबूंद ुO से 
वबूंद ुP की द री ज्ञात करें, पररिाम में अूंतर नहीूं पड़ेगा। 

अर्ाात द री PQ = द री OP 

 यह तनदेशाूंक समतल पर डकरहीूं भी दो वबूंदओुूं के बीच द री पता करने के तलए उपयोग डकया िा 
सकता है। 

 

उदाहरििः-5. वबूंदओुूं P(2,3) और Q(5,-7) 

के बीच की द री ज्ञात कीणिए। 

हलिः- यहाुँ 𝑥1 = 2 , 𝑦2 = −3  और 𝑥2 =

5 , 𝑦2 = −7    

∵    PQ =√(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

           = √(5 − 2)2 + (−7 − (3) )2 

            = √(3)2 + (−4)2 

  = √9+16 

  = √25 

  PQ= 5 इकाई 

 

 

उदाहरििः-6. y - अक्ष पर एक ऐसा वबूंद ुज्ञात कीणिए, िो वबूंदओुूं A(6 , 5)  और B(-4 , 3) से समद रस्र् हो।  

हल:- आप िानते हैं डक y- अक्ष पर णस्र्त कोई भी वबूंद ु(0, y) के रूप का होता है। अतिः मान लीणिए डक वबूंद ु
P ( 0,y) वबूंदओुूं A और B से समद रस्र् है। तब, 

     

 PA = PB 

 = (6 − 0)2 + (5 − 𝑦)2 = (−4 − 0)2 + (3 − 𝑦)2 

              = 36 + 25 + 𝑦2 − 10𝑦 = 16 + 9 + 𝑦2 − 6𝑦 

 4𝑦 = 36 

 𝑦 = 9 

 अतिः अभीष्ट वबूंद ु(0 , 9 ) है। 
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    प्रश्नािली - 02 

1. डदए गए आलेख-10 में वबूंद ुP की Q ि R से द री ज्ञात कीणिए।   

2. आलेख-10 को देखकर  AC , AB, ि BC  का मान ज्ञात कीणिए। 

3. वबूंद ु( 3 ,4 ) की म ल वबूंद ुसे द री ज्ञात कीणिए। 

4. यडद  PA= PB हो तर्ा वबूंद ुA,B    के तनदेशाूंक क्रमशिः (2 , 0)  ि (-2 , 4)  हों और P , y-अक्ष पर 

णस्र्त हो तब P के तनदेशाूंक ज्ञात कीणिए।     

5. y - अक्ष पर णस्र्त डकसी वबूंद ुके तनदेशाूंक ज्ञात कीणिए िो वबूंदओुूं  (5 , -2) ि (3,4) से समद रस्र् है। 

6. x और y में एक सूंबूंध ज्ञात कीणिए, ताडक वबूंद ु(x,y)  वबूंदओुूं (7 ,  1) और (3 , 5) से समद रस्र् हो। 
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ढाल या प्रििता 

अूंतराल की ढाल या प्रििता (SLOPE OF THE INTERVAL) 

डकसी रेखा या उसके डकसी अूंतराल की ढाल यह बताती है डक 

रेखा डकतनी तेिी से चढ़ती या उतरती है। रेखा के डकसी अूंतराल 

AB  की ढाल का मान y- तनदेशाूंक के B वबूंद ुसे A वबूंद ुतक 

पररिततात होने तर्ा x-तनदेशाूंक के B वबूंद ु से A वबूंद ु तक 

पररिततात होने के बीच का अनपुात है। (ढाल को प्रििता भी 

कहा िाता है, हम ढाल के तलए ‘प्रििता’ शब्द का उपयोग 

करेंगे।)  

 यडद वबूंद ुA के तनदेशाूंक (1, 2) और वबूंद ुB के तनदेशाूंक 

(5 , 7) हैं। तब  

अूंतराल AB की ढाल = 

  

   =   

   = 
5

4
 

इस आकृतत को हम ध्यानप िाक देखें तो हमें एक समकोि वत्रभुि निर आता है णिसका समकोि वबूंद ुब ्पर 

है। यडद हम रेखाखूंड ।ठ का विस्तार करें तो िह डकसी वबूंद ुच ्

पर x-अक्ष को प्रततच्छेद करेगा। यह रेखा x-अक्ष पर िो कोि 

बनाएगी िही कोि वत्रभुि ।ठब ्के वबूंद ु। पर बन रहा है 

(माना यह कोि है।) 

अूंतराल ।ठ की प्रििता =    

   =       

=  

  प्रििता     

12

12

xx

yy





7 2

5 1





12

12

xx

yy





BC

AC

tan

BC
tan

AC
 
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यडद वबूंद ुB को पहला और वबूंद ुA को द सरा वबूंद ुमानें तब लया ढाल बदल िाएगा? 

प्रििता       =  
2−7

1−5
 

  

                     =  
5

4
 

अर्ाात ्डदए गए दो वबूंदओुूं में से डकसी भी वबूंद ुको प्रर्म वबूंद ुया डद्वतीय वबूंद ुमानने पर उन वबूंदओुूं से गिुरने 

िाली रेखा या अूंतराल की प्रििता का मान पररिततात नहीूं होता। 

  अब आलेख 12 में डदखाए गए अूंतराल AB की प्रििता पर विचार कीणिए। 

अूंतराल AB की प्रििता   =    

      =      −
6

3
 

   =  -2  

अर्ाात यडद डकसी अूंतराल में A से B की डदशा में बढ़ने पर y का मान घटता िाता हो और x का मान बढ़ता 

िाता हो तो इस प्रकार के अूंतराल की प्रििता ऋिात्मक होती है। 

विशषे णस्र्ततयाुँ 

1)  िब अूंतराल क्षतैति हो  -  इस णस्र्तत में ल2-ल1 श रय है और इसतलए प्रििता श रय है। 

 

 

5

4





(1 7)

(5 2)




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2)  िब अूंतराल उध्िााधर हो  - इस णस्र्तत में 𝑥2 − 𝑥1 श रय है, च ुँडक श रय से विभािन पररभावषत नहीूं 

है इसतलए हम कह सकते हैं डक प्रििता पररभावषत नहीूं है।                        

    

सोचें एिूं चचाा करें  

डदए गए आलेख-15 को देणखए। आप इनकी प्रििता के 

विषय में लया कहेंगे? अपने तमत्रों के सार् चचाा कीणिए। 

कौन-कौन से रेखाखूंड की प्रििता धनात्मक है और कौन-

कौन से रेखाखूंड की प्रििता ऋिात्मक ? 

 

 

 

 

रेखा की प्रििता     

रेखा की प्रििता को रेखा के डकसी अूंतराल की प्रििता से 

पररभावषत डकया िाता है, लयोंडक रेखा के डकरहीूं भी दो 

अूंतरालों की प्रििता बराबर होती हैं।  

 मान लीणिए डक दो अूंतराल AB और PQ एक ही 
रेखा पर हैं। समकोि वत्रभुि ABC और PQR डक रचना 
कीणिए णिसकी भिुाएुँ AC और PR  x-अक्ष के समाूंतर हैं 
तर्ा BC और  QR y-अक्ष के समाूंतर हैं।  

वत्रभुि ABC और वत्रभिु PQR में  

AC समाूंतर है PR के तर्ा AQ ततयाक रेखा उरहें काटती है। 

इसतलए A= B     (सूंगत कोि) 

इसी तरह BC समाूंतर है QR के तर्ा AQ ततयाक रेखा उरहें काटती है। 
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इसतलए  B = Q     (सूंगत कोि) 

  C=  R      (समकोि) 

इसतलए ABC   PQR 

इसतलए 𝑄𝑅

𝑃𝑅
=

𝐵𝐶

𝐴𝐶
 

हम कह सकते हैं डक इन दोनों अूंतरालों AB और PQ की प्रििता बराबर है। 

उदाहरििः-7. एक रेखा वबूंद ु(1,2) और (5,10) से गिुरती है। इसकी ढाल ज्ञात कीणिए। 

हलिः-  ढाल   = 𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑋1
 

    =
10−5

5−1
 

                                         = 
8

4
 

   = 2   

उदाहरििः-8. एक रेखा वबूंद ु(5, 7) से गिुरती है और इसकी ढाल 2

3
  है। इस रेखा पर उस वबूंद ुके x 

तनदेशाूंक ज्ञात कीणिए णिसका y तनदेशाूंक 13 हो। 

हल:- रेखा पर णस्र्त पहला वबूंद ु(5, 7) है। द सरे वबूंद ुके तनदेशाूंक (x, 13) होंगे। 

रेखा की ढाल  =   
13−7

𝑥−5
 

  =  
6

𝑥−5
 

इसतलए  =  
6

𝑥−5
  =  

2

3
 (डदया है।)  

  18 = 2(𝑥 − 5) 

  18 = 2x – 10 

  x =  14 

ढाल की तुलना 

अभी आपने ढाल को डकसी रेखा के अूंतराल के दो वबूंदओुूं के तनदेशाूंकों के सूंदभा में देखा। आइए इसे एक अरय 
सूंदभा में देखते हैं। 
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एक घोड़ागाड़ी और एक साइडकल डकसी एक िगह से एक सार् चलना (क्रमशिः 12 डकमी./घूंटा और 16 
डकमी./घूंटा की चाल से) शुरू करते हैं। अलग-अलग समय पर इनके द्वारा तय की गई द री को इस तातलका में 
देखा िा सकता है- 

 

 

 

 

समय और द री को तनदेशाूंक मानकर बनाए गए आलेख को ध्यान से देखें।  

रेखा OP साइडकल के और रेखा OQ घोड़ागाड़ी के आलेख को प्रदतशात करती है। 

इन रेखाओूं के अूंतराल क्रमशिः AB  और CD है। 

AB की ढाल  = 
16−8

60−30
 

  =
8

30
 

  =  
4

15
   

CD  की ढाल  = 
12−6

60−30
 

  = 
6

30
 

  = 3/15 

   

   

स्पष्ट है डक 4

15
>

3

15
 

AB  की ढाल, CD  की ढाल से ज्यादा है। 

अब AB  की ढाल को समकोि वत्रभुि AMB में देणखए  

AB  की ढाल  =
16−8

60−30
 

  = 
𝐵𝑀

𝐴𝑀
 

  =tanθ1 

(च ुँडक , BAM = BOX  रेखा OP द्वारा x- अक्ष के सार् बनाया गया कोि θ1) 

इसी तरह CD  की ढाल = tanθ2 (θ2 =  OQ द्वारा x-अक्ष के सार् बनाया गया कोि ) 
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 आपने देखा डक डकसी रेखा के द्वारा x-अक्ष के सार् बनाए गए कोि का स्पशाज्या (tangent ) ही उस 
रेखा की ढाल है। स्पष्ट है डक कोि बढ़ने के सार्-सार् ढाल भी बढ़ती िाती है। एक और बात यहाुँ देखी िा 

 

 

है डक वत्रभुि AMB में AM , 30 तमनट के समय अूंतराल को और BM इस 30 तमनट में चली गई 8 डकमी. 
की द री को बताता है तर्ा BM और AM का अनपुात साइडकल की चाल को बताता है। अतिः हम देखते हैं डक 
यहाुँ साइडकल की चाल उसकी रेखा की ढाल को व्यक्त करती है। 

अूंतिःखूंड 

 कोई रेखा ग-अक्ष को णिस वबूंद ुपर काटती है, उस वबूंद ुकी म लवबूंद ुसे द री  ग-अूंतिःखूंड कहलाती है। 
इसीतरह, कोई रेखा ल-अक्ष को णिस वबूंद ुपर काटती है, उस वबूंद ुकी म लवबूंद ुसे द री ल-अूंतिःखूंड कहलाती है।    

रेखा का समीकरि 

समीकरि  𝑦 = 2𝑥 + 4  पर विचार कीणिए। लया आप ऐसे तनदेशाूंकों के यगु्म ज्ञात कर सकते हैं, 
िो इस समीकरि को सूंतुष्ट करें। उदाहरि के तलए  

 x =0   के तलए  

  𝑦 = 2 ∗ 0 + 4  

  y = 0 

    

इसतलए (0, 4) इस तरह का एक तनदेशाूंक यगु्म है। इसी तरह के द सरे तनदेशाूंक यगु्म ज्ञात कीणिए। अब इन 
वबूंदओुूं को आलेणखत कीणिए। आपने डकस तरह की रेखा खीूंची? लया यह सरल रेखा है?    

 अब आप एक ऐसी रेखा पर विचार कीणिए णिसकी ढाल 2 और y-अूंतिःखूंड 4 है। यह रेखा वबूंद ु 
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 A (0, 4) से गिुरेगी। 

 इस रेखा पर कोई वबूंद ुP (x,y) लीणिए। 

 अूंतराल AP की प्रििता   = 
𝑦−4

𝑥−0
 

    =
𝑦−4

𝑥
 

डदया गया है डक रेखा की ढाल 2 है, 

 अतिः         
𝑦−4

𝑥
= 2 

  𝑦 = 2𝑥 + 4 

             

                    

 

 

 

 

यह उस रेखा का समीकरि है िो वबूंद ु(0,4) से गिुरती है और णिसकी ढाल 2 है। च ुँडक वबूंद ुच ्भी इस रेखा 
पर णस्र्त है इसतलए वबूंद ुp(x,y) तनदेशाूंक 𝑦 = 2𝑥 + 4 को सूंतुष्ट करते हैं।  

 आइए, अब एक ऐसी रेखा पर विचार करें णिसकी ढाल m और Y अक्ष से अूंतिःखूंड c है। इस रेखा का 
समीकरि लया होगा? यह रेखा वबूंद ुA(0,c)  से गिुरेगी। मान लीणिए डक इस रेखा पर वबूंद ुP(x,y) है। 

      अूंतराल AP की ढाल = 
𝑦−𝑐

𝑥−0
                     ........................(1) 

 लेडकन हमें पता है डक इस रेखा की ढाल m है      ........................(2) 

 (1) और (2) से 

    
𝑦−𝑐

𝑥−0
= 𝑚 

    𝑦 − 𝑐 = 𝑚𝑥 

    𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 

अर्ाात ्कातीय समतल में उस रेखा का समीकरि 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 है, णिसका ढाल m और Y अक्ष से अूंतिःखूंड c 
है। 

 विलोमतिः िे सभी वबूंद ुणिनके तनदेशाूंक समीकरि 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  को सूंतषु्ट करते हैं, सदैि उस रेखा 
पर णस्र्त होंगे णिसकी ढाल m और Y अक्ष से अूंतिःखूंड c है। 
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उदाहरििः-9.  रेखा की ढाल (या प्रििता) और Y अक्ष से अूंतिःखूंड तलणखए:- 

(1) 𝑦 = 7𝑥 − 5 

(2) 𝑦 = −𝑥 + 5 

 

हलिः-  

1. 𝑦 = 7𝑥 − 5की तलुना व्यापक समीकरि 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 से करने पर m=5 , c=-5 

  इसतलए रेखा की ढाल 7 और Y अक्ष से अूंतिःखूंड -5 है। 

                        2.           𝑦 = −𝑥 + 5  की तुलना  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 से से करने पर m=-1 , c=5 

  इसतलए रेखा की ढाल -1 और Y अक्ष से अूंतिःखूंड 5 है। 

प्रश्नािली 3 

1. डदए गए आलेख-19 में अूंतराल की ढाल या प्रििता 

ज्ञात कीणिए।   

2. X अक्ष के समाूंतर रेखा की प्रििता लया होगी? 

3. एक रेखा वबूंद ु(7,10) से गिुरती है णिसकी ढाल  है। 

(i) इस रेखा पर उस वबूंद ुके x तनदेशाूंक  ज्ञात कीणिए णिसका 

y तनदेशाूंक 15 हो। 

 (ii)   Y  तनदेशाूंक -3 पर x का मान लया होगा?  

 

4. एक रेखा वबूंद ु(3,7) ि (6,8) से होकर िाती है तो उस रेखा की प्रििता ज्ञात कीणिए। 

5 सरल रेखा को (5x+6y = 7 ) को 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐    रूप में तलणखए तर्ा रेखा की ढाल तर्ा ल ्अक्ष से 

अूंतिःखूंड ज्ञाकीणिए। 

6. उस सरल रेखा का समीकरि ज्ञात कीणिए िो x अक्ष से 3 माप का अूंतिःखूंड काटती है एिूं णिसकी 

प्रििता 5/4 है। 

7. Y अक्ष के समाूंतर रेखा की प्रििता लया होगी? 

8. Y अक्ष से 6 माप का अूंतिःखूंड काटने िाली  (−
5

3
)  ढाल िाली रेखा का समीकरि ज्ञात कीणिए। 
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9. उस सरल रेखा का समीकरि ज्ञात कीणिए णिसकी प्रििता 7

3
  है तर्ा रेखा वबूंद ु(6,0) से होकर िाती 

है। 

10. म ल वबूंद ुसे होकर िाने िाली उस सरल रेखा की प्रििता ज्ञात कीणिए िो वबूंद ु(2,3) से भी होकर 

िाती है। 

 

    

 

  

हमने सीखा 

1. यडद डकसी समतल पर दो परस्पर लूंबित रेखाएुँ XOX’  ि YOY’  एक वबूंद ुO पर प्रततच्छेद करें तब 

हम XOX’ को X अक्ष, YOY’ को Y अक्ष कहते हैं। प्रततच्छेद वबूंद ुO ’’म ल वबूंद’ु’ तर्ा यह समतल, ’तनदेशाूंक 

समतल’ कहलाता है। 

2. तनदेशाूंक समतल में डकसी वबूंद ुके तलए x-तनदेशाूंक, Y अक्ष से लूंबित द री ि y-तनदेशाूंक X अक्ष से 

लूंबित द री के बराबर होता है।  

3. तनदेशाूंक समतल पर डकरहीूं दो वबूंदओुूं 𝑝(𝑥1, 𝑦1) ि 𝑄(𝑥2, 𝑦2) के बीच की द री   

PQ =√((𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2) होती है। 

4. समतल पर रेखा की ढाल या प्रििता𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 , िहाुँ x तनदेशाूंक के A वबूंद ुसे B वबूंद ुतक पररिततात 

होने का मान x2 –x1 है तर्ा y तनदेशाूंक के A वबूंद ुसे B वबूंद ुतक पररिततात होने का मान y1  - y2है। 

5.  ऐसी रेखा णिसकी ढाल m और Y अक्ष से अूंतिःखूंड C हो, का समीकरि 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  होता है। 
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   आलेख 

 [GRAPH] 

 

  

 

 

पररचय (Introduction)   

  गणित में हम िानकाररयों को, बेहतर समि ि विशे्लषि के तलए कई माध्यमों से तनरूवपत और 
प्रदतशात करते है । ऐसा ही एक माध्यम आलेख है णिसकी सहायता से हम बता सकते हैं डक डकसी एक रातश 
से द सरी रातश का लया सूंबूंध है। आलेख के माध्यम से यह भी देखा िा सकता है डक परस्पर सूंबूंतधत दो 
रातशयों में से डकसी एक में पररितान करने पर द सरे में लया बदलाि आता है। इनके सार्-सार् आलेख बनाने 
से कुछ नई िानकाररयाुँ भी पता की िा सकती है। इस अध्याय में हम आलेख के वितभरन उपयोगों को देख 
सकें गे।  

 

दो रातशयों के बीच के सूंबूंध - 

 

 कुछ व्यवक्त कपड़े की एक दकुान से 
25 रुपये प्रतत मीटर की दर से 1 मीटर, 2 
मीटर, 3 मीटर, 4  मीटर और 5 मीटर 
लूंबाई के कपड़े क्रमशिः 25रु., 50रु., 75रु., 
100रु. और 125रु. में खरीदते हैं। उनके 
द्वारा चुकायी गई कीमतों और कपड़े की 
लूंबाइयों के बीच के सूंबूंध को आलेख में 
प्रदतशात डकया गया है। आलेख में हम यह 
देख पाते हैं डक कपडेे़ की लूंबाई बढ़ने से 
चुकाई गई कीमत में डकस तरह का 
पररिातन हो रहा है। 

 

 आइए एक और उदाहरि देखते है।  

07 
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 डक्रकेट के एक मैच में एक टीम के द्वारा शुरू के दस ओिरों में बनाए गए रनों की सूंख्या इस प्रकार 
र्ी- 5, 4, 8, 7, 2, 5, 4, 4, 2, 9. यडद हम ओिरों की सूंख्या और उनमें बने रनों की सूंख्या को लेते हुए आलेख 
खीूंचें तो तचत्र 2 िसैा आलेख प्राप्त होगा। - 

 

 

सोचें और चचाा करें 

लया आलेख में तलए गए आुँकड़ों के बीच कोई सूंबूंध है? 

1.  एक प्रकार के आुँकड़ों को X अक्ष पर और द सरे प्रकार के आुँकड़ों को Y अक्ष पर प्रदतशात डकया गया। 
लया आुँकड़ों के तलए अक्षों को चुने िाने का कोई आधार है? 

2.  एक आलेख सरल रेखा के रूप में है, द सरा टेढ़ी-मेढ़ी रेखाओूं के रूप में, लया इसका कोई कारि हो 
सकता है? 

आलेख बनाना सीखें:- 

 आलेख बनाने के तलए हमें दो तरह के आुँकड़ों की िरूरत होती है। हम एक को X अक्ष और द सरे को 
Y अक्ष पर दशााते हैं। लया इन आुँकड़ों को हम डकसी भी अक्ष पर दशाा सकते हैं? अर्िा डकस आुँकड़े को X अक्ष 
और डकस को Y अक्ष पर दशााना है इसके तलए कुछ आधार होते हैं। 

 आलेख 1 में देखें तो पाएुँगें डक अगर हम ज्यादा कपड़ा खरीदते हैं तो हमें कीमत भी अतधक देनी होती 
है। अगर कम कपड़ा खरीदते हैं तो कीमत कम होगी। यह एक उदाहरि है िहाुँ एक रातश द सरी रातश को 
प्रभावित करती है। चकुाई गई कीमत, कपड़े की मात्रा पर तनभार करती है। इस तरह हम कह सकते हैं डक यहाुँ 
कपड़े की मात्रा एक मुक्त या स्ितूंत्र चर है िबडक  चुकाई गई कीमत एक आतश्रत चर है। प्रायिः हम स्ितूंत्र चर 
(आुँकड़े) को X अक्ष पर तर्ा आतश्रत चर को Y अक्ष पर दशााते हैं। 
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 एक बार यह तनणश्चत हो िाए डक हमें X अक्ष पर कौन सा और Y अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा लेना है, 

उसके बाद दोनों अक्षों के तलए पमैाना चुनते हैं। 

 पैमाना - X अक्ष और Y अक्ष पर िाूंतछत रातशयों को तनरूवपत करने के तलए पमैाने का चयन रातश 
अनसुार करना होता है। आइए इस प्रडक्रया को आलेख-1 से समिते हैं। 6 मी. कपड़े के तलए चुकाई गई कीमत 
125 रु. है। यडद हम 1 बड़े िगा की लूंबाई = 1 रुपया पमैाना चुनने का तनश्चय करें , तो हमें 125 िगा का अक्ष 
खीूंचना होगा। िो कागि की शीट पर सूंभि नहीूं। इसके विपरीत 1 बड़े िगा की लूंबाई =50 रु. का पमैाना चुने 
तो बहुत कम फैलाि होगा अतिः हम ऐसा पमैाना चुनेंगे णिससे सूंबूंध साफ डदखे। यहाुँ हमने 1 बड़े िगा की 
लूंबाई = 25रु. ली और हमें 6 इकाई का अक्ष खीूंचना होगा। ग्राफ खीूंचने के तलए पमैाने का चयन करते समय 
कुछ बातों का ध्यान रखना होगा। 

 प्रत्येक रातश के अतधकतम और रय नतम मानाूंेे के बीच अूंतर 
 णिस पेपर पर आलेख खीूंचना है, उसके अतधकतम भाग का उपयोग करना। 

 प्रत्येक वबूंद ुको आलेख पर तचडह्नत करते हैं। X अक्ष पर इूंतगत रातश के मान के तलए Y अक्ष की रातश 
के मान अनसुार X अक्ष से द री पर वबूंद ुअूंडकत करते हैं। इन दोनों मानों से ही ग्राफ पर वबूंद ुबनता है। 

 सभी वबूंदओुूं को िोड़कर आलेख प्राप्त करते हैं। 

आलेखों से हमें लया पता चलता है? 

 आपने अखबारों, पवत्रकाओूं और टेलीवििन कायाक्रमों में अलग-अलग तरह के आलेख देखे होंगे। िास्ति 
में ये आलेख सूंख्याओूं से बने आुँकड़ों के तचत्रात्मक प्रदशान है। एक निर डालने भर से हमें कई िानकाररयाुँ 
तमल िाती हैं। हम दोनों आलेखों को बारी-बारी से देखें तो पता चलेगा डक कपडेे़ की लूंबाई और उसके म ल्यों 
को तनदेशूंेाक मानकर खीूंचा सरल रेखा आलेख यह बताता है डक कपडेे़ के म ल्य और उसकी लूंबाई के बीच 
एक तनणश्चत अनपुात है।  

  ( 
100

4
,

75

3
,

25

1
… … आडद)   

 यडद हम यह िानना चाहें डक डकसी दी गई लूंबाई के कपडेे़ का म ल्य लया होगा या डदए हुए रुपयों में 
डकतना कपडाे़ खरीदा िा सकेगा तो  हम आलेख द्वारा इसे भी बहुत आसानी से िान सकते हैं। 

 इसी तरह द सरा टेढ़ा-मेढ़ा आलेख यह बताता है डक डकसी ओिर में डकतने रन बनेंगे यह अतनणश्चत है। 
लेडकन आलेख को देखकर यह तुरूंत बताया िा सकता है डक डकस ओिर में सबसे ज्यादा या सबसे कम रन 
बने। औसत रन सूंख्या िानकर यह भी बताया िा सकता है डक 20 या 50 ओिर की समातप्त पर लगभग 
डकतने रन बन सकते है। डकूं तु यह अनमुान गलत भी हो सकता है लयोंडक बाद के ओिरों में रन तेिी से भी 
बन सकते हैं या प री टीम आउट भी हो सकती है। 
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कुछ और आलेख -  

आलेख 3:-  उच्चतर माध्यतमक शाला िमराुँि के छात्रािास में डकसी एक सप्ताह के अलग-अलग डदनों में 
छात्ररों की सूंख्या और उनकेेे तलए पकाई गई दाल की मात्रा के आुँकड़े तनम्नानसुार रे् -  

  

छात्र सूंख्या 16 19 22 23 21 18 17 

दाल की मात्रा 
(डकग्रा. में) 

1.280  1.520 1.760 1.840 1.680 1.440 1.360 

 

 आुँकड़े (छात्र सूंख्या, दाल की मात्रा) के रूप में है। 

 लया छात्रों की 
सूंख्या और उनके तलए पकाई 
िाने िाली दाल की मात्रा में 
कोई सूंबूंध है ? आइए इसे 
आलेख बनाकर समिूंेे।  

 आप देख रहे हैं डक 
दाल की मात्रा छात्रोेे ूें की 
सूंख्या बढ़ने-घटने के सार् 
ज्यादा या कम हो रही है। 
लया इस बदलाि की कोई 
तनणश्चत दर है? 

 आपस में चचाा करें। 
इस आलेख में एक बात 
ध्यान देने की है। यहाुँ ग्राफ 
0,0 से शुरू नहीूं होता ऐसा 
कई आलेखों में होता है िहाुँ 
कई बार आुँकड़े श रय के 
निदीक से शुरू नहीूं होते। 
ऐसी णस्र्तत में हम आलेख 
पर  तचह्न के द्वारा खाली िगह को दशााते हैं। िैसे ऊपर डदए गए आलेख में ग ् अक्ष पर आुँकड़े 16 से 
शुरू होते हैं और 1 से 16 के बीच कोई आुँकड़ा नहीूं है। इसतलए ग ्अक्ष पर म ल वबूंद ुश रय से 16 के बीच के 
भाग को  तचह्न से दशााया गया है। 

सोचें और चचाा करें  

यडद डदन क्रमाूंक के सार् पकाई दाल की मात्रा अर्िा उपणस्र्त बच्चों का आलेख बनाएुँ तो िह कैसा होगा? 
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आलेख 4:- फ लमती ने अपने घर के तलए 4 
डकलोग्राम चािल खरीदा। उसके यहाुँ रोि 500 ग्राम 
चािल पकता है। लया हम प्रत्येक डदन बचे हुए 
चािल का आलेख बना सकते हैं ?  

हल:- इस आलेख के आुँकड़े (डदन, बचे हुए चािल 
की मात्रा) के रूप में हैं। पहला वबूंद ु  (1,3.5) और 
पाुँचिा वबूंद ु(5,1.5) है। 

 आप देख रहे हैं डक डदनों की सूंख्या बढ़ने 
के सार् बचे हुए चािल की मात्रा कम होती िा रही 
है। लया आप आलेख को देखकर बता सकते हैं डक 
चािल कब खत्म हो िाएगा? 

करके देखें 

1. अपने आस-पास से इसी प्रकार के आुँकड़े इकट्ठे 
कर इन आुँकड़ों से आलेख बनाइए। 
2. आलेख 3 और 4 दोनों एक सरल रेखा है डकूं तु 
दोनों एक द सरे से तभरन है। इनमें लया-लया फका  है? 

3.  आलेख 3 और 4 में (𝑥, 𝑦) की तातलका बनाएुँ। 

 

आलेख 5:- िगों की एक भुिा की माप ि उन िगों के पररमाप को सारिी में प्रदतशात डकया गया है।  

िगा की भिुा की माप (सेमी. में) 1 2 3 4 5 6 7 

िगा का पररमाप (सेमी. में) 4 8 42 16 20 24 28 

 

सारिी के आुँकड़ों से आलेख बनाइए तर्ा तनम्नतलणखत 
प्रश्नों के उत्तर दीणिए - 

 1. 𝑥 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुनें। 
 2. 𝑦 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुनें। 

हल:- इस आलेख में हम देख पा रहे हैं डक िगा की एक 
भुिा की माप में िवृद्ध होने से उसके पररमाप में भी िवृद्ध 
हो रही है। ऊपर डदए हुए आुँकड़ों में िगा की भुिा की माप 
एक स्ितूंत्र चर है और िगा का पररमाप आतश्रत चर है। 
अतिः ग अक्ष पर िगा की भुिा की माप और ल अक्ष पर 
िगा की पररमाप दशााएुँ। 

आलेख 6:- डकसी िगा की एक भुिा की लूंबाई में 
पररितान करने पर प्राप्त हुए के्षत्ररफल को नीचे सारिी में 
दशााया गया है । इनकी सहायता से एक आलेख बनाइए । 
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िगा की भिुा की माप (सेमी. में) 1 2 3 4 5 6 7 

िगा का पररमाप (सेमी. में) 4 8 42 16 20 24 28 

 

हलिः- िगा की भिुा और उसके के्षत्रफल के बीच 
खीूंचें गये आलेख को देखने पर यह पता चल रहा 
है डक  की लूंबाई बढ़ने पर के्षत्रफल का मान भी 
बढ़ता है, डकरतु यहाुँ सरल रेखा के स्र्ान पर 
ऊपर उठती हुई एक िक्र रेखा प्राप्त होती है। 

 

सोचें और चचाा करें 

आलेख 5 ि आलेख 6 में आपको लया-लया और 
अूंतर डदख रहे हैं? चचाा कीणिए। 

आलेख 7:- माचा महीने के डकसी डदन के सुबह 
6 बिे से शाम 6 बिे तक का तापमान नीचे की 
सारिी में प्रदतशात है- 

 

सारिी के आुँकड़ों के आधार पर आलेख खीूंतचए। 

हलिः-  यहाुँ हम देख सकते हैं 
डक यह आलेख पहले खीूंचे गए 
आलेखों से अलग है। समय 
बढ़ने के सार्-सार् पहले 
तापमान बढ़ रहा है तर्ा एक 
समय के बाद कम भी हो रहा 
है। 

लया आप इसका कारि सोच 
सकते हैं? 

अपने सातर्यों से इस पर चचाा 
कीणिए। 

इस आलेख के आधार पर 5 तनष्कषा तलखें। 
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आलेख 8:- म लधन 100 रुपये पर 10 प्रततशत िावषाक ब्याि दर से 1, 2, 3 ि 4 िषा के तलए साधारि 
ब्याि ज्ञात कीणिए। समय ि साधारि ब्याि के बीच आलेख बनाकर देणखए डक समय के सार् साधारि ब्याि 
में डकस प्रकार पररितान हो रहा है?  

सार् ही तनम्नतलणखत प्रश्नों के उत्तर दीणिए। 

 1. 𝑥 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुना। 

 2. 𝑦 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुना। 

 3. 𝑥 अक्ष और 𝑦 अक्ष पर आुँकड़े दशााने के तलए आपने लया पमैाना चुना? 

हलिः- हमें डदया है - 

 म लधन =100 रुपये, दर =10%  

 

           

     म लधन ि दर को णस्र्र रखते हुए समय का 
मान 1, 2, 3 ि 4 िषा रखने पर प्राप्त होने िाले 
साधारि ब्याि को तनम्नानसुार सारिी में दशाा 
सकते हैं- 

समय 

(िषा में) 
0 1 2 3 4 

साधारि ब्याि 

 (रुपये में ) 
0 10 20 30 40 

 

     ग्राफ से हम कह सकते हैं डक िब म लधन ि 
दर णस्र्र हों, तब समय बढ़ने के सार् साधारि 
ब्याि में भी तनणश्चत दर से पररितान होता है।  

 𝑥  अक्ष पर समय (स्ितूंत्र चर) 𝑦 अक्ष 
पर साधराि ब्याि (आतश्रत चर) चुना 

 पमैाना - 𝑥 अक्ष पर 1 इकाई = 1िषा  

   𝑦 अक्ष पर 1 इकाई = 10 रु. 

करके देखें     

1.  कुछ लोगों को क्रमशिः 100रु., 200रु., 300रु., 400रु. 10% िावषाक साधारि ब्याि की दर से उधार 
डदया गया। एक िषा बाद इनसे तमलने िाले ब्याि के तलए एक आलेख बनाइए। 

2.  अपनी कक्षा के 10 विद्यातर्ायों की आय ुमहीनों में एिूं उुँचाई सेमी. में नोट कीणिए और आय ुतर्ा 
उुँचाई के आुँकड़ों को आलेख में दशााइए। लया आलेख में आय ुि उुँचाई के बीच कोई तनणश्चत सूंबूंध देख पा रहे 
हैं ?  
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 अब तक बने आलेखों में आपने देखा डक कुछ में सरल रेखा और कुछ में िक्र रेखा प्राप्त हो रही है। 
लया आप बता सकते हैं डक ऐसा लयों हो रहा है ?  

 यह स्पष्ट है डक आलेख रेखा की आकृतत उसमें तनरूवपत रातशयों के बीच सूंबूंध पर आधाररत है। यही 
सूंबूंध रेखा की आकृतत को तनधााररत करता है। अब हम उन रातशयों के बीच सूंबूंध ढ ुँढते हैं। 

आलेख क्रमाूंक 1 में,  
 𝑋1 = 1,          𝑋2 = 2,        𝑋3 = 3,      𝑋4 = 4,    𝑋5 = 5 

 𝑌1 = 25,          𝑌2 = 50,        𝑌3 = 75,      𝑌4 = 100,    𝑌5 = 125 

 

यहाुँ,    
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

50−25

2−1
=

25

1
 

 

 
𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
=

75−50

3−2
=

25

1
 

 

  .................................. 

 

 .................................. 

 
𝑌5−𝑌4

𝑋5−𝑋4
=

125−100

5−4
=

25

1
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आलेख क्रमाूंक 4 में,  

 
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

3−3.5

2−1
= −0.5 

 
𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
=

2.5−3.0

3−2
= −0.5

 .............इत्याडद 

 

आलेख क्रमाूंक 5 में,                         

         
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

8−4

2−1
= 4 

          
𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋1
=

12−8

3−2
= 4      

 .............इत्याडद 

हम देख रहे हैं डक आलेख 1, 4, 5 में से प्रत्येक में 

𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
= ⋯ … … … ..  तनयत हैं और 

   

 इनके आलेख भी सरल रेखा हैं। 

 याने िहाुँ भी आलेख में 

 
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
=

𝑌4−𝑌3

𝑋4−𝑋3
… … … … … . =

𝑌𝑛−𝑌𝑛−1

𝑋𝑛−𝑋𝑛−1
  तनयत होंगे, 

 िहाुँ आलेख सरल रेखा के रूप में होगा। इस प्रकार के आलेखों में रातशयों के बीच 

 के सूंबूंध को रैणखक समीकरि  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 या 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 के 
रुप में दशाा सकते हैं।  

         लया आलेखों में भी 
इस प्रकार का कोई सूंबूंध है?  

आलेख क्रमाूंक-7 में हम देखते हैं डक- 

 
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
=

25−23

7−6
=

2

1
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𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
=

27.5−25

8−7
=

2.5

1
 

 
𝑌4−𝑌3

𝑋4−𝑋3
=

29−27.5

9−8
=

1.5

1
  

.............................. 

 ..............................    इत्याडद।  

स्पष्ट है डक 

  
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
,

𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
,

𝑌4−𝑌3

𝑋4−𝑋3
  … … … … … … …  

 इसी प्रकार का सूंबूंध आप आलेख क्रमाूंक 6 में भी देख सकते हैं। 

 इन दोनों उदाहरिों में 

          
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
,

𝑌3−𝑌2

𝑋3−𝑋2
,

𝑌4−𝑌3

𝑋4−𝑋3
  … … … … … … …  तनयत नहीूं हैं। 

 इसतलए इन उदाहरिों में आलेख सरल रेखा नहीूं है।     

करके देखें 

अपने विद्यालय के बगीचे के कुछ पौधों की लूंबाई को 10 सप्ताह तक कापी में नोट कीणिए और प्राप्त आुँकड़ों से 
आलेख खीूंचकर यह देणखए डक पौधों की लूंबाई में डकस प्रकार से पररितान हुए हैं?   

 

 

वितभरन पररणस्र्ततयों में बने आलेख को पढ़ना  

    अब हम वितभरन उदाहरिों की सहायता से 
आलेख को पढ़ना, समिना और उसका विशे्लषि 
करना सीखेंगे । 

उदाहरििः-1. दो गमलों A और B में दो अलग 
अलग प्रकार के पौधे लगाए गए हैं णिनकी ऊुँ चाइयाुँ 
5 सप्ताह तक हर सप्ताह के अूंत में मापी गईं। इन 
मापों को नीचे आलेख में दशााया गया है। आलेख 
की सहायता से तनम्नतलणखत प्रश्नों के उत्तर दीणिए 
–  
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(i)  पाुँचिें सप्ताह के अूंत में दोनो गमलों के पौधों की ऊुँ चाई बताइए। 

 (ii)  कौन से सप्ताह में गमले A के पौधे की ऊुँ चाई में सबसे अतधक बढ़ोतरी हुई और डकतनी?  

 (iii) चौरे् सप्ताह के अूंत में गमले B के पौधे की ऊुँ चाई डकतनी र्ी?  

हलिः- आलेख में हम देख पाते हैं डक - 

 (i)  पाुँचिें सप्ताह के अूंत में गमले A के पौधे की उुँचाई 12 सेमी. और गमले B के पौधे की        
 ऊुँ चाई 10 सेमी. र्ी। 

 (ii)  द सरे सप्ताह में गमले A के पौधे की ऊुँ चाई में 3 सेमी. की बढ़ोतरी हुई। यह बाद के                
 डकसी अरय सप्ताह में हुई बढ़ोतरी से ज्यादा र्ी। 

 (iii)  चौरे् सप्ताह के अूंत में गमले B के पौधे की ऊुँ चाई 8 सेमी. र्ी। 

उदाहरििः-2. एक 20-20 डक्रकेट मचै के दौरान दो टीमों  । और ठ के द्वारा बनाए गए रनोेे ूें को 
तनम्नाूंडकत आलेख में प्रदतशात डकया गया है- 

आलेख की सहायता से तनम्नतलणखत प्रश्नों के उत्तर दीणिए-   

(i)  टीम A ने 16 ओिर तक डकतने रन 
बनाए?  

(ii) डकस अूंतराल के दौरान टीम A और टीम 
B के रन बनाने की दर सबसे अतधक र्ी ?  

(iii) डकस अूंतराल के दौरान टीम A और टीम 
B के रन बनाने की दर सबसे कम र्ी ? 

(iv) 8 िें ओिर के पश्चात टीम A और B के 
रनों में डकतना अूंतर र्ा?  

(v) आलेख को देखकर बताइए कौन सी टीम 
विियी हुई।  

हलिः-  

 (i) टीम A ने 16 ओिर में 126 
रन बनाए।  

 (ii) 16 से 20 ओिर के अूंतराल में टीम A और टीम B के रन बनाने की दर सबसे अतधक र्ी।  

 (iii) 4 से 8 ओिर के अूंतराल में टीम A के रन बनाने की दर सबसे कम र्ी तर्ा टीम B के रन 
बनाने की दर 8 से 12 ओिर के अूंतराल में सबसे कम र्ी।  

 (iv) 8 िें ओिर के पश्चात टीम A और B के द्वारा बनाए गए रनों में 6 रन का अूंतर र्ा।  

 (v) आलेख से स्पष्ट है डक इस मैच में टीम B विियी हुई। 
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    करके देखें 

आप भी अपने तमत्रों के सार् खेले गए डक्रकेट मैच में बनाए गए रनो को आलेख पर दशााइए।  

           

प्रश्नािली 1 

 

1. नीचे डदए गए दो आलेखों को देखकर बताइए डक लयों आलेख (A) सरल रेखा तर्ा आलेख (B) िक्र 

रेखा के रुप में है?            

  

  (i) आलेख (A) से लया तनष्कषा तनकाले िा सकते हैं?  

  (ii) यह तनष्कषा आलेख (B) से प्राप्त तनष्कषा से डकस तरह अलग है? 

 

2. एक व्यवक्त ने अपनी गाड़ी में 5 लीटर पेट्रोल भरिाया। पाुँच डदनों में बचे हुए पेट्रोल की मात्रा ि डदनों 

को तनम्नाूंडकत सारिी में दशााया गया है –  

डदन 1 2 3 4 5 

बचे हुए पेट्रोल की मात्रा (ली. में) 4 3 2 1 0 
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बचे हुए पेट्रोल की मात्रा ि डदनों के मध्य आलेख खीूंतचए। 

 

म लधन 300 रुपये पर 5 प्रततशत िावषाक ब्याि दर से 1, 2, 3, 4 ि 5 िषा के तलए साधारि ब्याि तनम्न 

सारिी में प्रदतशात है। 

 

समय (िषा में)  0 1 2 3 4 5 

साधारि ब्याि  (रुपये में ) 0 15 30 45 60 75 

 

 समय ि साधारि ब्याि के बीच आलेख खीूंतचए। 

4.  𝑥 के वितभरन मानों के तलए 𝑥2 का मान ज्ञात करके 𝑥 और 𝑥2 के मानों के बीच एक आलेख 

खीूंतचए।  𝑥 का मान -4 से +4 प िाांक सूंख्याएुँ हैं। 

5.  एक पररिार में 5 सप्ताह तक उपयोग डकए गए प्याि की मात्रा डकग्रा. में तनम्न सारिी में दी गई है-  

सप्ताह 1 2 3 4 5 

प्याि की मात्रा (डकग्रा. में ) 1 2 3 4 5 

 

सप्ताह एिूं उपयोग डकए गए प्याि की मात्रा के बीच आलेख खीूंतचए । 

6.  एक विज्ञान पवत्रका में छपे लेख के अनसुार डकसी स्र्ान विशेष पर रहने िाली चीूंडटयों की चाल पर 

तापमान का प्रभाि पड़ता है । यडद डकसी स्र्ान पर रहने िाली चीूंडटयों की चाल ि उस स्र्ान के ताप के बीच 

के सूंबूंध को समीकरि 𝑠 =
𝑡−20

5
 से प्रदतशात डकया गया हो िहाुँ t ताप (0C) में ि s चाल (सेमी. प्रतत 

सेकण्ड) है। तब चीूंडटयों की चाल 𝑡 = 250 , 30, 350 , 40  रखते हुए तापमान ि चाल में दशााने िाले सूंबूंध को 

आलेख में प्रदतशात कीणिए तर्ा तनम्न प्रश्नों के उत्तर दीणिए -  

1. 𝑥 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुना। 

2. 𝑦 अक्ष पर कौन सा आुँकड़ा चुना। 

3. 𝑥 अक्ष और 𝑦 अक्ष पर आुँकड़े दशााने के तलए आपने लया पमैाना चुना? 
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4. िहाुँ चीूंडटयों की चाल 2ि5् सेमी. प्रतत सेकण्ड है उस स्र्ान का तापमान लया है? 

5. यडद तापमान 300𝐶 से 400𝐶 हो िाए तो चीूंडटयों की चाल में डकतना पररितान होगा ? 

7.  अनीता ने अलग-अलग लूंबाइयों की पाइप से िाद्य यूंत्र बनाए हैं। पाइप की लूंबाई (सेमी.) ि ध्ितन का 

स्िर मान (Pitch) (चक्र प्रतत सेकण्ड) के बीच गणितीय सूंबूंध को तनम्नाूंडकत सारिी ि आलेख में प्रदतशात 

डकया गया है-  

ध्ितन का स्िर मान 

(चक्र प्रतत सेकण्ड में) 

64 128 192 261 300 395 438 512 

पाइप की लूंबाई 

(सेमी.में) 

80 41 26 19 18 13 12 10 

 

 

 आलेख को देखकर 

तनम्नतलणखत प्रश्नों के उत्तर दीणिए 

-  

(i) 160 चक्र प्रतत सेकण्ड के 

तलए पाइप की लूंबाई डकतनी 

रखनी चाडहए ? 

(ii) 60 सेमी. लूंबी पाइप का 

स्िरमान डकतना होगा ? 

 

8.  नीचे A और B दो सारणियाुँ दी गई हैं उनमें प्रदतशात रातशयों के मध्य आलेख खीूंतचए और िाुँतचए डक 

लया उनमें 
𝑌2−𝑌1

𝑋2−𝑋1
 तनयत है ? 
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सारिी A 

 

 

 

 

 

सारिी B 

 

9

 डकसी शहर में एक डदन में दिा तापमान के आुँकड़े ग्राफ द्वारा दशााए गए हैं। 
 डदए गए ग्राफ के आधार पर तनम्नतलणखत प्रश्नों के उत्तर दीणिए- 
 

(i) सुबह 6 बिे शहर का तापमान डकतना र्ा? 

 

(ii) दोपहर बाद 3 बिे का तापमान डकतना र्ा? 

 

(iii) डकस समय डदन का तापमान 30 डडग्री र्ा? 

 

(iv) आधी रात 12 बिे तापमान डकतना रहा होगा? 

 

(v) रात 9 बिे तापमान डकतना रहा होगा? 

 

10 एक शहर में डकसी प रे डदन िाय ुके प्रद षि का 
स्तर नापा गया। इसे ग्राफ द्वारा प्रदतशात डकया गया है-
डदए हुए ग्राफ द्वारा तनम्नतलणखत सिालों के ििाब 
खोणिए। 
(i) सुबह 8 बिे प्रद षि का स्तर डकतना पाया 
गया? 

(ii) प्रद षि स्तर सबसे अतधक डकस समय दिा 
डकया गया? 

(iii) दोपहर बाद 4 बिे प्रद षि का स्तर डकतना र्ा? 
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(iv) दोपहर 12 बिे से शाम 6 बिे तक प्रद षि में डकतना अरतर आया? 

(v) रात 1 बिे से सुबह 4 बिे तक प्रद षि में डकतनी तगरािट आई? 

 

 

हमने सीखा 

1 आलेख के माध्यम से डकरहीूं दो रातशयों के बीच के सूंबूंध को देखना। 

2. डदए गए आुँकड़ों से आलेख बनाना। इसके तलए कौन सी रातश डकस अक्ष पर रहेगी यह चुनना। अक्ष 
पर पमैाना कैसे समिेंगे और चुनेंगे। 

3. वितभरन पररणस्र्ततयों में बने आलेखों को पढ़ना। 

4. आलेख में दी गई िानकारी से तनष्कषा तनकालना। 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



180 
 

 
                   

 

                                        बैंडकूं ग एिूं कराधान   
               [Banking And Taxation] 

      

 08  

  

 
पररचय (Introduction)- 
 गोकुल अपने कुछ दोस्तों से बातै। कर रहा र्ा। उनमें चचाा चल रही र्ी डक उनके पररिार हर माह 
कुछ रातश बचा पाते हैं। उस रातश को कहाुँ रखें णिससे िह सुरणक्षत रहे ि कभी-कभी िरूरत पड़ने पर तमल भी 
िाए।  

मोहन     - मुिे तो लगता है डक एक बचत खाता खोल लो। 
अिमल  - उससे तो अच्छा है डक आिती िमा खाता खोल लो, 
अतधक ब्याि तमलेगा।  

नरेश      - पर उसमें तो हर माह कुछ िमा करना होगा।  
गोकुल   -  ऐसा तो अगले कुछ महीनों तक हम कर ही सकते हैं। 
अिमल -  डफर तो ठीक है, हर महीने एक तनयत रातश कम से 
कम 6 महीने तक िमा कराते रहो। 
गोकुल  -  डकतनी रातश, कहाुँ िमा कराऊुँ  और 6 महीने ही करना 
है लया? 

नरेश    -           नहीूं 10 िषा तक कर सकते हो और बैंक या पोस्ट 
आडफस कहीूं भी। यही नहीूं, तुम चाहो तो एक से  अतधक खाते खोल 
सकते हो। यह ध्यान रहे डक रातश 10 रुपए के गिुक में ही लेनी होगी। 
गोकुल  - इसका लया फायदा? 

नरेश  -  इसके ब्याि की दर अतधक है, णितने लूंबे समय तक करिाओ उतनी अतधक। 
राकेश  -  और अगर बीच में पसैा चाडहए या डकश्त न हो तो? 

नरेश  - हर साल कुछ रातश तो तनकाल सकते हैं ही। डकश्त न देने पर लया होगा, यह 

बैंक से पता करना होगा। हाुँ, अगर खाता बूंद करना पड़े तो ब्याि में कुछ कटौती कर शेष रातश आप को तमल 
िाएगी। 
गररमा - इससे अतधक ब्याि प्राप्त करने के तलए लया कोई अरय खाता खोला िा सकता है? 

राकेश - हाुँ, साितध िमा खाता खोला िा सकता है। लेडकन इसमें एक तनणश्चत अितध के तलए पसैा िमा करना 
होता है। 
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गररमा  - यह हम कैसे तय करें डक अपनी बचत रातश डकस खाते में िमा करें? 

राकेश  - यडद तनकट भविष्य में बचत रातश के उपयोग की विशेष आिश्यकता नहीूं हो, तो इसे साितध िमा 
खाते में िमा कर सकते हैं। 
  

करके देखें   

 आपने वपछली कक्षाओूं में साधारि ब्याि के बारे में पढ़ा है। आइए कुछ सिाल हल करके बचत खाते, 

आिती िमा खाते और साितध िमा खाते के अूंतर को र्ोड़ा और समिते हैं। 
 

1.  महेश अपने बचत खाते में 300 रु. 3 माह के तलए िमा करता है तर्ा एकता 100 रु. प्रततमाह की दर 
से 3 माह में आिती िमा खाते में 300 रु. िमा करती है। यडद  

(क) बचत खाते में ब्याि की दर 4% िावषाक तर्ा आिती िमा खाते में ब्याि की दर 6ेिः िावषाक हो तो 
डकसे अतधक ब्याि तमलेगा? 

(ख) दोनों खातों में ब्याि की दरें 6% हों तो लया तमलने िाले ब्याि में कोई अूंतर होगा,  हाुँ तो उसका 
कारि लया हैेै? 

2. मनीषा 2000 रु. अपने बचत खाते में 2 िषा के तलए िमा करती है णिस पर उसे 4ेिः की दर से 
िावषाक ब्याि तमलता है पररतु रोहन 2000 रु. 2 िषा के तलए अपने साितध िमा खाते में िमा करता है णिस 
पर उसे 8% की दर से िावषाक ब्याि तमलता है तो दोनों के खातों में 2 िषा के अूंत में डकतना ब्याि तमलेगा? 

 तीनों खातों में अूंतर को हम सूंके्षप में इस तरह देख सकते हैं- 
 िब हमारे पास पसैा है और आगे कभी भी िरूरत पड़ सकती है तब हम उसे बचत खाते में िमा 
करते हैं। िबडक साितध िमा खाते में हम तब िमा करते हैं िब हमें यह लगता है डक आने िाले छह महीने, 

साल-दो साल या डकसी तनणश्चत अितध तक उस पसेै की िरूरत नहीूं पडेे़गी। 
 बचत खाते में िमा रातश िमाकताा द्वारा कभी भी तनकाली िा सकती है इसतलए बैंक उस रातश का 
उपयोग नहीूं करता तर्ा उस िमा रातश पर ब्यााि की दर कम होती है, डकूं तु साितध िमा खाते में िमा रातश 
के तलए बैंक आश्वस्त होता है डक िह उस अितध के तलए उस रातश का उपयोग कहीूं कर सकता है इसतलए इस 
पर ब्याि की दर अतधक होती है। 
 आिती िमा खाता उक्त दोनों खातों से इस बात में अलग है डक इसमें िमाकताा के पास शुरू में 
अतधक धन नहीूं होता। उसके पास बचत की र्ोड़ी रातश है और िह तनरूंतर इतनी रातश डकसी तनणश्चत अितध में 
िमा कर सकता है। ऐसी णस्र्तत में आिती िमा खाता एक उपयकु्त विकल्प होता है। इसकी ब्याि दर बचत 
खाते से अतधक होती है लयोंडक आिती िमा खाता भी डकसी तनणश्चत अितध के तलए होता है। 
 

 

 

आइए आिती िमा खाते के ब्याि की गिना को तनम्न उदाहरिों द्वारा समिें 
 

उदाहरििः-1. सूंतोष कुमार ने छत्तीसगढ़ विकास बैंक में 100 रु. का मातसक आिती िमा खाता  

6 माह के तलए खोला। यडद ब्याि की दर 6ेिः िावषाक हो तो 6 माह पश्चात उसे डकतनी पररपलिता रातश प्राप्त 
होगी? 

हलिः- (i) 100 रु. का 6 माह का 6% की दर से ब्याि (प्रर्म डकश्त का ब्याि) 

   =       

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
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         (ii) 100 रु. का 5 माह का 6% की दर से ब्याि (डद्वतीय डकश्त का ब्याि) 

   =  

100𝑥6𝑥5𝑥1

12

100
 

        (iii) 100 रु. का 4 माह का 6% की दर से ब्याि (ततृीय डकश्त का ब्याि) 

    =  
100𝑥6𝑥4𝑥1

12

100
 

        (iv) 100 रु. का 3 माह का 6% की दर से ब्याि (चतुर्ा डकश्त का ब्याि) 

  =  
100𝑥6𝑥3𝑥1

12

100
 

      (V) 100 रु. का 2 माह का 6% की दर से ब्याि (पाूंचिीूं डकश्त का ब्याि) 

  =  

100𝑥6𝑥2𝑥1

12

100
 

(Vi) 100 रु. का 1 माह का 6% की दर से ब्याि (छठिीूं डकश्त/अूंततम डकश्त का ब्याि)  

 =  

100𝑥6𝑥1𝑥1

12

100
 

 

  कुल ब्याि =  

  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
+  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
+  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
+  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
+  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
+  

100𝑥6𝑥6𝑥1

12

100
 

   

   = 
((100 𝑥 6 𝑥 ½))(6+5+4+3+2+1)

100
 

 

   = 
((100 𝑥 6 𝑥 ½))(1+2+3+4+5+6)

100
 

 

   = 
((100 𝑥 6 𝑥 ½))6 𝑥 7

100
                               (समारतर श्रेढ़ी के योग स त्र से) 

   = 
21

7
   = 10.50 रु 

 

6 माह बाद प्राप्त कुल रातश = 100 x 6 + 10.50 = 610.50 रु. 
 

उदाहरििः-2. यडद P  रु. मातसक आिती िमा खाते में  r% िावषाक ब्याि की दर से n माह तक 

िमा डकया िाता है, तो n माह पश्चात आिती िमा खाते में प्राप्त ब्याि की गिना कीणिए। 
हल - P रु. का n माह बाद r% की दर से ब्याि (प्रर्म डकश्त का ब्याि) 
   =   

𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

𝑛

12
       (लयोंडक यह धन n माह तक रहता है।) 

 P रु. का (n - 1) माह बाद r% की दर से ब्याि (डद्वतीय डकश्त का ब्याि) 
  =   

𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

𝑛 − 1

12
        (लयोंडक यह धन n - 1 माह तक रहता है)  

 P रु. का n - 2 माह बाद r% की दर से ब्याि (ततृीय डकश्त का ब्याि) 
  =   

𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

𝑛 − 2

12
         (लयोंडक यह धन n - 2 माह तक रहता है) 

 ........................................... 

 ........................................... 

 

 इसी प्रकार, P रु. का अूंततम माह से प िा माह बाद [अर्ाात n – (n - 2) = 2माह बाद]  r% की दर से ब्याि 
(अूंततम से प िा डकश्त का ब्याि)  

  =   
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

2

12
         (लयोंडक यह धन 2 माह तक रहता है) 

 P रु. का अूंततम माह का r% की दर से ब्याि (अूंततम डकश्त का ब्याि) 
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  =   
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

1

12
         (लयोंडक यह धन 1 माह तक रहता है) 

कुल ब्याि      =   
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

1

12
[ 𝑛 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + ⋯ … … … . + 2 + 1 ]        

  

    = 
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

1

12
[1 + 2 + 3 + ⋯ … … . . +(𝑛 − 1)  + 𝑛  ]          

                  

             
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

1

12
[

𝑛(𝑛+1)

2
]         (लयोंडक समाूंतर श्रिेी में हैं।) 

 

    आिती िमा खाते में िमा धन रातश का कुल ब्याि  = 
𝑝 𝑥 𝑟

100
𝑥

1

12
[

𝑛(𝑛+1)

2
] 

 िहाुँ P  =   मातसक डकश्त रातश,   r  =  ब्याि की दर तर्ा  

          n  =  मातसक डकश्तों की कुल सूंख्या  

 

आइए अब साितध िमा खाते के ब्याि की गिना को तनम्न उदाहरिों द्वारा समिें  

 इस खाते में िमा धन पर चक्रिवृद्ध ब्याि देय होता है णिसका स त्र तनम्न प्रकार हैिः- 

  𝐴 = 𝑃 (1 +
𝑟

100
)

𝑛

 

  

िहाुँ A  =  तमश्रधन, P  =  म लधन, r  =  ब्याि की दर तर्ा n  =  समय 

 गिना में लघगुिक का भी प्रयोग डकया िा सकता है। 
 

उदाहरििः- 3. तनणखल ग्रामीि बैंक में 1 िषा 6 माह के तलए 10,000 रु. साितध िमा खाते में िमा करता है। 
यडद ब्याि की दर 8% प्रततिषा है तर्ा उसका सूंयोिन अद्धािावषाक हो, तो तनणखल के साितध िमा खाते में िमा 
रातश का पररपलिता म ल्य ज्ञात कीणिए। 
हलिः- डदया है, म लधन P =  10,000 रु.,दर  =  8% िावषाक  =   4% अद्धािावषाक 

      समय,n  =  1 िषा 6 माह  =   3 अद्धािषा 
      तमश्रधन A =  ? 

 तमश्रधन  𝐴 = 𝑃 (1 +
𝑟

100
)

𝑛

   से, 

 

अतिः तमश्रधन  𝐴 = 10000 (1 +
4

100
)

3

     

   

           𝐴 = 𝑃 (1 +
1

25
)

3

   

  𝐴 = 𝑃 (
26

25
)

3

  

  𝐴 = 𝑃(
26

25
𝑥

26

25
 𝑥 

26

25
)  

    A  =  11248.64  रुपये 

  अतिः तनणखल को देय पररपलिता म ल्य 11248.64 रुपये है। 
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उदाहरििः-4. मोहन ने कृवष विकास बैंक में 50,000 रुपये 2 िषा के तलए साितध िमा खाते में िमा डकए। यडद 
ब्याि की दर 10% िावषाक हो तर्ा ब्याि प्रतत छमाही बाद सूंयोणित डकया िाता हो, तो पररपलिता पर बैंक 
उसे डकतनी धनरातश देगा? 

हलिः- डदया है, म लधन P =  50,000 रु. 

 ब्याि की दर त  =  10% िावषाक  =   5% अद्धािावषाक 

 समय x  =  2 िषा   =   4 छमाही,  

 तो तमश्रधन   A  =  ? 

        𝐴 = 𝑃 (1 +
𝑟

100
)

𝑛

     से, 

 अतिः तमश्रधन  𝐴 = 50000 (1 +
5

100
)

4

  

   𝐴 = 50000 (1 +
1

20
)

4

 

   𝐴 = 50000 (
21

20
)

4

 

  𝐴 = 50000(
21

20
 𝑥 

21

20
 𝑥 

21

20
 𝑥 

21

20
) 

    A = 60775.31 रुपये 

इस प्रकार मोहन को 2 िषा पश्चात पररपलिता रातश 60775.31 रुपये प्राप्त होगी। 

 

प्रश्नािली 1  

1. करीम भारतीय स्टेट बैंक में 150 रु. प्रततमाह की दर से 2 िषा तक आिती िमा खाता में तनिेश 
करता है। यडद ब्याि की दर 5% िावषाक हो तो उसे 2 िषा बाद डकतनी धनरातश बैंक द्वारा भुगतान की िाएगी? 

2. रेशमा ने पूंिाब नेशनल बैंक में 200 रु. प्रततमाह की दर से 5 िषा के तलये आिती िमा खाता खोला। 
यडद ब्याि की दर 6% िावषाक हो, तो 5 िषा पश्चात उसे डकतनी धनरातश प्राप्त होगी? 

3. रोहन ने डाकघर में 50 रु. प्रततमाह की दर से 5 िषा के तलए आिती िमा खाता खोला। 5% िावषाक 
ब्याि की दर से उसे डकतना धन तमलेगा ? 

4. पद्मनी ने णिला सहकारी बैंक में 100 रुपये प्रततमाह का 10 िषा के तलये आिती िमा खाता खोला। 
यडद इरहें बैंक द्वारा ब्याि की रातश 3025 रु. प्रदान की िाती है, तो ब्याि की दर डकतने प्रततशत िावषाक होगी? 

5. डकशन ने एक बैंक की शाखा में तीन िषा के तलए 250 रुपये प्रततमाह का एक आिती िमा खाता 
खोला तो 5% िावषाक ब्याि की दर से उसे बैंक द्वारा डकतनी धनरातश प्राप्त होगी ? 

6.   रित ने सेंट्रल बैंक ऑफ इूंडडया की एकष्शाखा में 100 रुपये प्रततमाह की दर से तीन िषा के तलए 
आिती िमा खाता खोला। डकतने प्रततशत िावषाक ब्याि की दर से उसे 222 रूपये ब्याि तमलेगा? 
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7.  डकशन इलाहाबाद बैंक में साितध िमा के रूप में 20,000 रु. 1 िषा के तलए 16% िावषाक ब्याि की दर 
से िमा करता है। यडद ब्याि ततमाही सूंयोणित होता है, तो पररपलिता के पश्चात डकशन को डकतनी धनरातश 
प्राप्त होगी? 

8.   हेमचरि ग्रामीि बैंक में 1,00,000 रुपये 1 िषा 6 माह के तलए 8% िावषाक ब्याि की दर से साितध 
िमा करता है, यडद ब्याि ततमाही सूंयोणित होता है, तो पररपलिता तततर् पर डकतनी धनरातश प्राप्त होगी? 

9.   एक व्यवक्त साितध िमा खाता में 4% िावषाक ब्याि की दर से 2 िषा के तलए 2 लाख रु. तनिेश करता 
है, तो उसे पररपलिता के समय डकतनी धनरातश प्राप्त होगी, यडद ब्याि िावषाक सूंयोणित होता है? 

10.   तनलेश बैंक ऑफ इूंडडया में 50 हिार रुपये का 1 िषा के तलए 8% िावषाक ब्याि की दर से साितध 
िमा खाता खोलता है। यडद ब्याि ततमाही सूंयोणित डकया िाता है तो उसे एक िषा पश्चात डकतनी रातश का 
भुगतान बैंक द्वारा डकया िािेगा। 

11.   पषु्पा ने 60 हिार रुपये को 1 िषा 6 माह के तलए साितध िमा खाते में तनिेश डकया। पररपलिता 
तततर् पर डकतने धन की प्रातप्त होगी यडद ब्याि की दर 12% िावषाक हो तर्ा ब्याि प्रतत 6 माह के बाद 
सूंयोणित डकया िाता है। 

12.   श्रीराम ने 20,000 रु. 2 िषा के तलए साितध िमा खाते में िमा कराया। यडद ब्याि की दर 6% िावषाक 
हो तर्ा ब्याि छमाही सूंयोणित होता है तो तनयत तततर् पश्चात तमलने िाली धनरातश डकतनी होगी? 

कराधान(Taxation) 

पररचय (Introduction) 

 भारत सरकार िनकल्याि के तलये बहुत से काम करती है। इसके तलये उसे धन की 
आिश्यकता पड़ती है।लया आप बता सकते हैं डक सरकार इन सब कायों को प रा करने के 
तलये धन कहाुँ से प्राप्त करती है? 

 सरकार धन प्राप्त करने के तलए आयकर, सेिाकर, वबक्री कर आडद के रूप में िनता पर 
कर लगाती है। ये करें प िा तनधााररत होती हैं। 

 

   सोचें एिूं चचाा करें?  

सरकार इसके अततररक्त विकास के कायों को प िा करने के तलये और अपने खचों की प तता 
हेतु कहाुँ-कहाुँ से धन प्राप्त करती है ? 
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आप िानते हैं डक आयकर लया है? 

 भारत सरकार को वितभरन स्रोेेतों से प्राप्त होने िाली कुल आय का एक बड़ा डहस्सा आयकर से प्राप्त 
रातश होती है। सरकार आयकर प्राप्त करने के तलए आयकर की रय नतम सीमा तनधााररत करती है। इस सीमा से 
अतधक आय प्राप्त करने िाले व्यवक्तयों , कूं पतनयों या उद्योगों को आयकर देना होता है। लेडकन रय नतम सीमा से 
कम आय प्राप्त करने िाले व्यवक्तयों ,कूं पतनयों या उद्योगों को आयकर नहीूं देना पड़ता। आय के वितभरन स्तरों 
के तलए सरकार द्वारा आयकर की दरें तनधााररत की िाती है णिसके अनसुार आयकर का भुगतान करना पड़ता है 
पररतु कुछ विशेष श्रेणियों में आने िाले व्यवक्तयों,कूं पतनयों या उद्योगों को आयकर में छ ट दी िाती है। आयकर 
की दर आय के सार्-सार् बढ़ती िाती है। यह बढ़ी दर तनणश्चत स्तर से अतधक आय पर लगती है। व्यवक्तयों, 
कूं पतनयों या उद्योगों के आय के एक या एक से अतधक साधन हो सकते हैं अतिः उन सभी साधनों से प्राप्त आय 
पर गिना द्वारा प्राप्त कर का योग ही आयकर है। कभी-कभी इस आयकर पर सरकार विशेष प्रायोिनाओूं के 
तलए र्ोड़ा सा अततररक्त कर लगा देती है णिसे उपकर (Cess) कहा िाता है। आयकर की सीमा के अरतगात 
आने िाले प्रत्येक व्यवक्त,कूं पनी या उद्योग को आयकर अतनिायातिः चुकाना चाडहए । 

 लया आयकर िमा करने के तलये आयकरदाता के खाते की कोई सूंख्या (Account Number) होती है? 

  भारत सरकार द्वारा गडठत आयकर विभाग आयकरदाताओूं से आयकर प्राप्त करता है। अब प्रश्न यह 
उठता है डक आयकरदाताओूं की पहचान आयकर विभाग कैसे करता है ? आयकरदाताओूं की पहचान के तलए 
आयकर विभाग द्वारा प्रत्येक व्यवक्त,सूंस्र्ा या कूं पनी को एक पहचान सूंख्या दी िाती है णिसे स्र्ायी खाता 
सूंख्या (Permanent Account Number  या  PAN)  अर्िा अस्र्ायी खाता सूंख्या ( Temporary Account Number 

या TAN) कहा िाता है। बैंकों में खाता खोलने के तलए च।्छ को अतनिाया डकया िाता है ताडक आयकर विभाग 
को खाताधारकों के आय की िानकारी हो सके।  

यह आयकर डकस अितध के तलये एिूं डकस दर पर लगाया िाता है? 

 डकसी व्यवक्त, कूं पनी या उद्योग को 1 अप्रलै से 31 माचा तक की अितध में आय के समस्त स्रोतों से िो 
आय होती है उसी पर उसे आयकर का भुगतान करना होता है। इस अितध को वित्तीय िषा कहते हैं। आयकर 
गिना के तलए सरकार द्वारा आयकर की दरें तनधााररत की िाती हैं िो वित्तीय िषा के अनसुार बदलती रहती हैं। 

(1) आइए विगत तीन िषों की आयकर दरों की तातलका का अिलोकन करें णिसमें आयकर की गिना दरें 
समय अनसुार पररिततात हुई हैं - 
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(2) ितामान में तशक्षा उपकर देय आयकर का 2 प्रततशत एिूं माध्यतमक और उच्च तशक्षा देय आयकर का 
1 प्रततशत है अर्िा समेडकत रूप से कुल तशक्षा उपकर 3 प्रततशत। 

(3) यडद कर योग्य आय 10 लाख रुपए से अतधक हो तो देय आयकर पर 10 प्रततशत अतधभार भी देना 
पड़ता है। 

(4) आयकर अतधतनयम 1961 की धारा 80 ब ्के अरतगात िमा की गई धन रातश पर आयकर छ ट की 
अतधकतम सीमा 1.5 लाख रुपए है, िो सकल आय से घटा दी िाती है। शेष आय पर आयकर की गिना की 
िाती है। 

तनिेश की गई छ ट योग्य रातश तनम्नतलणखत है- 

 (अ) िीिन बीमा पॉतलसी की िावषाक डकस्त। 

 (ब) य तलप में िमा िावषाक डकस्त। 

 (स) सामारय भविष्य तनतध िावषाक िमा रातश। 

 (द) गहृ ऋि पर म ल धन िमा की िावषाक रातश। 

 (इ) बच्चों को देय तशक्षि शुल्क। 

 (फ) साितध िमा की रातश। 

 (ग) सम ह बीमा/पररिार कल्याि में िमा िावषाक अूंश दान की रातश आडद। 

आइए आयकर गिना को तनम्न उदाहरि द्वारा समिते हैंिः 

उदाहरििः- 1.  एक कमाचारी की वित्तीय िषा 2008-09 में आय 4,28,000 रु. र्ी। उसने 2500रु. प्रततमाह 
सामारय भविष्य तनतध में तर्ा 25,000 रु. अद्धािावषाकी िीिन बीमा पॉतलसी प्रीतमयम में िमा डकया। उसने 
30,000 रु. का राष्ट्रीय बचत पत्र खरीदा तर्ा 25,000 रु. एक चेररटेबल ट्रस्ट में दान डकए। कमाचारी द्वारा वित्तीय 
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िषा के अूंततम माह में चुकाई गई आयकर की धनरातश ज्ञात कीणिए। आयकर की धारा 80सी के अूंतगात 
सामारय भविष्य तनतध, िीिन बीमा प्रीतमयम और राष्ट्रीय बचत पत्र आडद में िमा के कुल 1,00,000 रु. तक 
आयकर से छ ट है। ट्रस्ट में दान की रातश का 50% आयकर में छ ट धारा 80िी के अूंतगात है। आयकर की दरें 
तनम्नानसुार हैं:- 

  

 इसके अततररक्त आयकर का 3% तशक्षा अतधभार लगाया िाएगा। 

हलिः-  एक कमाचारी की कुल आय  = 4,28,000 रु. 

 ट्रस्ट में दान की गई रातश = 25000 रु. का 50% 

     = 
25000 𝑥 50

100
  

 छ ट की रातश   = 12,500 रु. 

 शेष आय = 4,28,000 रु. - 12,500 रु. = 4,15,500 रु. 

आयकर की धारा 80-सी अूंतगात िमा कुल रातश = 

   सामारय भविष्य तनतध +  िीिन बीमा प्रीतमयम  +  राष्ट्रीय बचत पत्र 

       =  2500 x 12  +  25000 x 2  +  30,000 

        =  30,000  +  50,000 + 30,000  

  = 1,10,000 रु. िो 1 लाख से अतधक है 

आयकर में छ ट की रातश 1,00,000 रु. 

  अतिः कर योग्य आय = 4,15,500 - 1,00,000 रु. 

     = 3,15,500 रु. 

डदए गए आयकर की दर क्रमाूंक 3 के अनसुार, = प्रर्म 1,50,000 तक कोई कर नहीूं 

  आयकर = 1,50,000 रु. का 10% +  1,55,000 का 20% 

     = 15,000 रु. $ 3100 

     = 18,100 रु. 

  तशक्षा अतधभार  = 18,100 का 3% 

     = 543 रु. 
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  कुल देय आयकर = 18,100 + 543 

     = 18643 रु. 

उदाहरििः-2. वित्तीय िषा 2012-13 में मकान डकराया भत्ता छोड़कर एक व्यवक्त की िावषाक आय 4,80,000 रु. है। 
उसने 36000 रु. भविष्य तनतध में, 18000 रु. िीिन बीमा प्रीतमयम में और 20,000 रु. राष्ट्रीय बचत पत्र योिना 
में िमा डकया। उसे िावषाक देय आयकर पर 3% तशक्षा कर भी देना पड़ता है।  यडद िह 1500 रु. प्रततमाह 
आयकर 10 माह तक िमा करता है तो शेष आयकर की रातश बताइए। आयकर गिना करने के पहले भविष्य 
तनतध, िीिन बीमा एिूं राष्ट्रीय बचत पत्र में तनयोणित रातश अतधकतम 1,00,000 रु. कर मुक्त है। आयकर की 
दरें तनम्नानसुार हैं:-  

 

हलिः-  िावषाक आय = 4,80,000 रु. 

 1. भविष्य तनतध में िमा रातश       = 36000 रु. 

 2. िीिन बीमा में िमा रातश      = 18,000 रु. 

 3. राष्ट्रीय बचत पत्र योिना में िमा रातश  = 20,000 रु. 

    कुल िमा रातश    = 36,000  +  18,000 +  20,000 

          = 74,000 रु. 

कर योग्य आय  = 4,80,000 रु. - 74000 = 4,06,000 रु. 

 आयकर  = (4,06,000 रु. - 2,00,000 रु.) का 10% ( 2,00,000 रु. तक कोई    
       आयकर नहीूं लगता है।) 

   =  
2060000 𝑥 10

100
 

   = 20,600 रु. 

 तशक्षाकर          = 20,600 रु. का 3% 

   =  
20600 𝑥 3

100
 

   = 618 रु. 

 कुल देय आयकर        = 20,600 रु.  +  618 रु. = 21,218 रु. 

 10 माह में िमा डकया गया आयकर    = 1500 ´ 10 रु. = 15,000 रु. 

 शेष देय आयकर        = 21,218 रु. - 15,000 रु. 

          = 6,218 रु. 
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उदाहरििः-3. वित्तीय िषा 2013-14 में एक शासकीय कमाचारी की कुल िावषाक आय 3,60,000 रु. र्ी। उसने 
20,000 रु. िीिन बीमा पॉतलसी का िावषाक प्रीतमयम तर्ा 4000 रु. प्रततमाह सामारय भविष्य तनतध में िमा 
डकया। देय आयकर की गिना कीणिए।  

  यडद आयकर गिना के प िा सामारय भविष्य तनतध एिूं िीिन बीमा आडद में तनयोणित रातश 
का अतधकतम 1,00,000 रु. कर मुक्त हो।  

 आयकर की दरें तनम्नानसुार हैं:- 

 

 

 तशक्षा उपकर देय आयकर का 3% है। 

हलिः- शासकीय कमाचारी की कुल िावषाक आय   = 3,60,000 रु. 

 1. सामारय भविष्य तनतध में िमा रातश  = 48,000 रु. 

 2. िीिन बीमा में िमा रातश   = 20,000 रु. 

    कुल िमा रातश     = 48,000 $ 20,000 

        =  68,000 रु. 

 छ ट अतधकतम 1 लाख रु. है, अतिः 68,000 रु. पर कर नहीूं देना होगा। 

 कर योग्य आय  = 3,60,000 - 68,000 = 2,92,000 रु. 

 देय आयकर  = (2,92,000 - 2,00,000) का 10% ( 2,00,000 रु. तक कोेेई    
         आयकर नहीूं लगता है।) 

   = 92,000 का 10%    

   = 9,200 रु. 

 तशक्षा उपकर  = देय आयकर का 3% 

= 
9200 𝑥 3

100
 

   

   = 276 रु. 
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कुल देय आयकर = 9,200  +  276 = 9,476 रु. उत्तर  

 

प्रश्नािली 2  

1. वित्तीय िषा 2013-14 में एक शासकीय कमाचारी की िावषाक आय (मकान डकराया भत्ता 
छोड़कर) 4,10,000 रु. है। िह प्रततमाह 4,000 रु. अपने सामारय भविष्य तनतध खाते तर्ा 
24,000 रु. िावषाक िीिन बीमा प्रीतमयम में िमा करता है। िह 25,000 रु. का राष्ट्रीय बचत पत्र खरीदता है। 
प्रधानमूंत्री राहत कोष (िो 100% कर मुक्त है) में 20,000 रु. तर्ा एक िदृ्धाश्रम में 12,000 रु. (णिसका 50% 
करमकु्त) दान करता है। उसके द्वारा िषा के अूंत में देय आयकर की गिना कीणिए। सभी बचत 1,00,000 रु. तक 
कर मुक्त है। आयकर दरें तनम्नानसुार हैं- 

 

  

  

 

        1. तशक्षा उपकर     -  देय आयकर का 2% 

 2. माध्यतमक और उच्च तशक्षा उपकर     - देय आयकर का 1% 

2. निीन का वित्तीय िषा 2013-14 में िावषाक िेतन 7,20,000 रु. है। िह सामारय भविष्य तनतध में 4,000 
रु. मातसक िमा करता है। 20,000 रु. िावषाक िीिन बीमा की डकस्त िमा करता है। 30,000 रु. राष्ट्रीय बचत 
पत्र में तनिेश करता है। अनार् आश्रम में 15,000 रु. दान करता है णिसका 50% कर मुक्त है। तो उसके द्वारा 
िषा के अरत में देय आयकर की गिना कीणिए। 

आयकर दरें तनम्नानसुार हैं:- 

 

 

 

 1. तशक्षा उपकर     -  देय आयकर का 2% 

 2. माध्यतमक और उच्च तशक्षा उपकर  - देय आयकर का 1% 

 3. सभी बचत 1,00,000 रु. तक कर मुक्त हैं। 
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3. वित्तीय िषा 2008-09 में रमेश की कुल िावषाक आय 3,00,000 रु. र्ी। िह सामारय भविष्य तनतध खाते 
में 1,000 रु. प्रततमाह िमा करता र्ा तर्ा उसने 12,000 रु. िावषाक िीिन बीमा पॉतलसी का प्रीतमयम डदया 
र्ा। यडद 1,50,000 रु. तक कोई आयकर नहीूं है तर्ा 1,50,000 रु. से अतधक आय पर 10% की दर से 
आयकर देय हो एिूं सभी बचत पर छ ट की अतधकतम सीमा 1,00,000 रु. हो तो उसके द्वारा देय आयकर की 
गिना कीणिए, िहाुँ तशक्षा उपकर देय आयकर का 3% है।   

4. वित्तीय िषा 2014-15 में डकसी बैंक कमाचारी की मातसक आय (मकान डकराया भत्ता छोड़कर) 40,000 
रु. है। िह 42,000 रु. िावषाक अपने सामारय भविष्य तनतध में िमा करता है तर्ा 6,000 रु. की अद्धािावषाक 
प्रीतमयम एल.आई.सी. में देता है। यडद िषा के प्रर्म 11 माह के तलए 1,600 रु. प्रततमाह आयकर देता है तो 
वित्तीय िषा के अूंततम माह में उसके द्वारा भुगतान डकये िाने िाले आयकर की गिना कीणिए। आयकर में छ ट 
समस्त बचतों का 100% (अतधकतम 1,00,000 रु.) है। 

 (अ) आयकर की दरें तनम्नानसुार हैं:- 

 

 

 (ब) अतधभार: देय आयकर का 10% यडद कर योग्य आय 10 लाख रु. से अतधक हो। 

 (स) तशक्षा उपकर: देय आयकर का 3%। 

5. वित्तीय िषा 2012-13 में रािेश की कुल िावषाक आय 5,25,000 रु. है। िह सामारय भविष्य तनतध में 
8,000 रु. प्रततमाह िमा करता है तर्ा 8,000 रु. अपने भारतीय िीिन बीमा का िावषाक प्रीतमयम देता है। यडद 
िह 2 लाख रु. तक कोई आयकर नहीूं देता है तर्ा 2 लाख रु. से अतधक आय पर 10% की दर से आयकर 
देय हो एिूं आयकर में छ ट सभी बचत पत्रों का 100% (अतधकतम सीमा 1 लाख रु.) हो तो रािेश के द्वारा देय 
आयकर की गिना कीणिए िहाुँ तशक्षा उपकर देय आयकर का 3% है। 

6. वित्तीय िषा 2014-15 में श्रीमती भािना की िावषाक आय (मकान डकराया भत्ता छोड़कर) 6,00,000 रु. 
है। िह अपने सामारय भविष्य तनतध में 48,000 रु. िावषाक एिूं िीिन बीमा तनगम में 25,000 रु. िावषाक 
प्रीतमयम िमा करती है। यडद िषा के प्रर्म 11 माह में 1500 रु. प्रततमाह आयकर देती है तर्ा सभी बचत पत्रों 
पर छ ट की अतधकतम सीमा एक लाख रु. है। देय आयकर की गिना कीणिए। 

 अ) आयकर की दरें तनम्नानसुार हैं- 
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 इसके अततररक्त देय आयकर पर 3% तशक्षा उपकर लगता है। 

7. एक अतधकारी की वित्तीय िषा 2012-13 में िावषाक आय (मकान डकराया भत्ता छोड़कर) 7,20,000 रु. है। 
उसने सामारय भविष्य तनतध में प्रततमाह 4000 रु., िीिन बीमा तनगम में प्रततमाह 3000 रु. िमा डकए तर्ा  
30,000 रु. का राष्ट्रीय बचत पत्र खरीदा। एक अनार् आश्रम को 20,000 रु. दान डदए णिस पर 50% टैलस से 
छ ट तमलती है। यडद सभी बचतों पर छ ट की अतधकतम सीमा एक लाख रु. हो तो उस अतधकारी द्वारा देय 
आयकर की गिना कीणिए। 

 अ) आयकर की दरें तनम्नानसुार हैं- 

  

इसके अततररक्त देय आयकर पर 3% तशक्षा उपकर लगता है। 
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         वत्रकोंतमतीय समीकरि एिूं  सिासतमकाएुँ 
                                 [Trignometric Equation And Identities] 

      

    09 

 
हमने वत्रकोितमतीय अनपुातों sin, cos, tan, cot, sec  ि cosec  के बारे में 
कक्षा-9 में पढ़ा है। ये डकसी भी कोि  के तलए पता डकए िा सकते हैं पररतु इस 
अध्याय में हम इनकी चचाा रय न कोिों के तलए ही करेंगे। 
  वत्रभुि ABC में कोि B लें। लया आप ∠B  =  θ  के सभी वत्रकोितमतीय 
अनपुातों को पता कर सकते हैं? 

 कोि θ  के वत्रकोितमतीय अनपुातों को पता करने के तलए हमें इस कोि को 
शातमल करते हुए एक समकोि वत्रभुि बनाना होगा।  

 ∆ABC  के θ  कोि के वत्रकोितमतीय अनपुात ज्ञात करने के तलए समकोि वत्रभुि कैसे बनाएुँ ? 

 हम ∆ABC में शीषा A से भुिा BC  पर लूंब AD डालेंगे। अब प्राप्त समकोि वत्रभिु ADB ि वत्रभुि ADC 
में आकृतत 1(ii) रय न कोि θ एिूं θ1  के तलए तनम्नतलणखत सारिी  
को प िा कीणिएिः- 

Sinθ Cosθ Tanθ Cotθ Secθ cosecθ 
𝐴𝐷

𝐴𝐵
 

     

Sinθ1 Cosθ1 Tanθ1 Cotθ1 Secθ1 Cosecθ1 
𝐶𝐷

𝐴𝐶
 

     

 

  

 करके देखें 
  आकृतत-1(ii) में कोि θ2 ि θ3 के तलए सभी वत्रकोितमतीय अनपुात ज्ञात कीणिए। 
 

 

सोचो  एिूं चचाा करें  

 

 डदए गए ∠XYZ  =  θ के तलए वत्रकोितमतीय अनपुात कैसे ज्ञात करेंगे?  
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वत्रकोितमतीय अनुपातों के बीच सूंबूंध 

 

वपछली कक्षा में हमने वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच कुछ सूंबूंधों को िाना है। 
 

 आइए, अब हम इन वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच कुछ और सूंबूंध ढ ूंढ़ते हैं- 
  समकोि वत्रभिु ACB  में कोि बC समकोि है।(आकृतत-2)   पाइर्ागोरस प्रमेय से- 
   AC2 + BC2 = AB2    .....(1) 

  उपरोक्त समीकरि को ।ठ2 से भाग देने पर 
    

   
𝐴𝐶2

𝐴𝐵2
+

𝐵𝐶2

𝐴𝐵2
=

𝐴𝐵2

𝐴𝐵2
 

 

   (
𝐴𝐶

𝐴𝐵
)

2

+ (
𝐵𝐶

𝐴𝐵
)

2

= (
𝐴𝐵

𝐴𝐵
)

2

 

 

   (sin)2 + (cos)2 = 1 

 

   sin2 + cos2 = 1   .....(2) 

  

sinθ   ि conθ  के बीच प्राप्त यह सूंबूंध लया θ के 0° से 90° तक के सभी मानों के तलए सत्य है? अपने उत्तर के 
तलए उतचत तका  दीणिए। 
 

करके देखें 
(i) θ  =  30°, 45°, 60° के तलए प्राप्त सूंबूंध sin2 + cos2 = 1 की सत्यता की िाुँच कीणिए। 
(ii) दी गई आकृतत के तलए in2 + cos2 = 1 की सत्यता की िाुँच कीणिए। 
 

 आप पाएुँगे डक sin2 + cos2 = 1, θ के 0° से 90° तक के सभी मानों के 
तलए सत्य है। 
  

 

 

 

 

 

 

लया वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच इसी प्रकार के अरय सूंबूंध भी हो सकते हैं? आइए देखें- 
 समीकरि (1) में BC2    से भाग देने पर 
   

  
𝐴𝐶2

𝐴𝐵2
+

𝐵𝐶2

𝐴𝐵2
=

𝐴𝐵2

𝐴𝐵2
 

 

                          (
𝐴𝐶

𝐴𝐵
)

2

+ (
𝐵𝐶

𝐴𝐵
)

2

= (
𝐴𝐵

𝐴𝐵
)

2

 

 

  (tan)2 + 1 = (sec)2 
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  tan2 + 1 = sec2   .....(2) 

 लया उपरोक्त सूंबूंध भी 0° से 90° तक के सभी कोिों के तलए सत्य है?  आइए कोि के कुछ मानों के 
तलए अनपुातों के सूंबूंध को देखें। उदाहरि के तलए िब θ  =  0° हो- 
   = 1 + tan2 0° 

   = 1 + 0 

   = 1 

  R.H.S. = sec2 

   = sec2 0° 

   = 1  

 

अतिः यह θ  =  0° के तलए सत्य है। 
 लया यह  θ  =  90° के तलए भी सत्य है? लयोंडक θ  =  90° के तलए िूंद ुऔर ेेमब ुपररभावषत नहीूं है, 

अतिः हम ेु त्र 90° को छोड़कर कह सकते हैं डक 1 + tan2= sec2]θ के उन सभी मानों के तलए सत्य है, 

िहाुँ  0°  90°  है। 
 आइए, अब हम वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच एक और सूंबूंध देखते हैं। समीकरि (1) को AC 2    से 
भाग देने पर हमें तनम्नतलणखत सूंबूंध प्राप्त होता है? 

  
𝐴𝐶2

𝐴𝐵2
+

𝐵𝐶2

𝐴𝐵2
=

𝐴𝐵2

𝐴𝐵2
 

 

  (
𝐴𝐶

𝐴𝐵
)

2

+ (
𝐵𝐶

𝐴𝐵
)

2

= (
𝐴𝐵

𝐴𝐵
)

2

 

   

  1 + cot2 = cosec2   .....(3) 

 हम िानते हैं डक θ  =  0° के तलए cosθ   ि cosecθ  पररभावषत नहीूं है अतिः                         

  1 + cot2  = cosec2], िहाुँ 0° <   90° है। 
 

 

 

 

 

 

 

साभी वत्रकोितमतीय अनुपातों को डकसी भी एक वत्रकोितमतीय अनुपात में व्यक्त करना 
 हमने वितभरन वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच सूंबूंध देखें हैं। लया हम डकसी भी  एक 
वत्रकोितमतीय अनपुात में अरय वत्रकोितमतीय अनपुातों को रूपाूंतररत कर सकते हैं िसेै यडद 
हमें cosA ि tanA को sinA के पदों में व्यक्त करना हो, तो 
    sin2A + cos2A = 1 

 

 अतिः     

 

2 2cos A 1 sin A 
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 और  

 

     
    

     

    

 करके देखें 
1. SecA को sinA   के पदों में व्यक्त कीणिए। 
2. सभी वत्रकोितमतीय अनपुातों को बिे। के पदों में व्यक्त कीणिए। 
 हमने वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच सूंबूंधों का अध्ययन डकया है। 
 आइए, अब नीचे तलखे सूंबूंध पर विचार करते हैं- 
     cot + tan = cosec . sec

 लया यह सूंबूंध सही है, आइए इसकी िाुँच करें- 
       cot + tan = cosec . sec

  बायाुँ पक्ष  = cot + tan 

 

     
 

      
 

                  [   cosθ + sinθ = 1   ] 

 

 

         
     

     = = cosec . sec  , 

     

     =  दायाुँ पक्ष 

 अब हम इसी प्रकार के कुछ और उदाहरि लेते हैं- 
उदाहरििः-1. तसद्ध कीणिए डक- 
  sin4 – cos4 = sin2 – cos2 

हलिः- बायाुँ पक्ष = sin4 – cos4 

   = (sin2)2 – (cos2)2   

   = (sin2 – cos2) (sin2 + cos2) [ cos2 + sin2 = 1]  

   = (sin2 – cos2) . 1 

2cos A 1 sin A 

2

sinA

1 sin A




cos sin

sin cos

 
 

 

2 2cos +sin

sin  . cos

 


 

1

sin .cos


 

1 1
 . 

sin cosec


 

sinA
tan A

cosA


क वत्रकोितमतीय अनुपात ज्ञात होने 
पर अरय वत्रकोितमतीय अनुपात 
ज्ञात कर सकते हैं। 
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   = sin2 – cos2

    =  दायाुँ पक्ष 

उदाहरििः-2. तसद्ध कीणिए डक- 

 
   

हल: बायाुँ पक्ष  =   

    

    

                                              =   

 

                 =     

 

     =   

 

    =    

 

    =  दायाुँ पक्ष 

 

 

 

 

 

उदहरििः-3. तसद्ध कीणिए डक- 

   

हलिः- बायाुँ पक्ष  

    
 

    
 

    
 

    

1 sin 1 sin

1– sin cos

   


 

 
2

2

1 sin

1– sin

 



2
1 sin

cos

  
 

 

1 sin

cos

 



cosA sin A
sin A+cosA

1– tan A 1– cot A
 

cosA sin A

sin A cos A
1– 1–

cos A sin A

 

cos A . cosA sin A . sinA

cos A – sinA sin A – cosA
 

2 2cos A sin A
–

cos A – sinA cos A – sinA


2 2cos A – sin A

cos A – sinA


1 sin

1– sin

 



1 sin 1 sin

1– sin 1 sin

   


  
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    =  

 

    = दायाुँ पक्ष 

 

उदाहरििः-4. तसद्ध कीणिए डक- 
    

 = cotθ 

 

 

हल: बायाुँ पक्ष  =   

    =  

    =    

    =   

    =   =   cotθ  =  दायाुँ पक्ष 

 

 कभी-कभी हमें डदए गए प्रततबूंधों की सहायता से कुछ सूंबूंधों को तसद्ध करना होता है आइए इसे कुछ 
उदाहरिों से समिते हैं- 
उदाहरििः-5. यडद sin + cos = 1 तो तसद्ध कीणिए डक sin – cos = 1  

हलिः- डदया गया हैिः sin + cos = 1 

   (sin + cos)2 = 1 

   sin2 + cos2 + 2 sin . cos = 1 

   1 + 2sin . cos = 1  [sin2 + cos2 = 1] 

   2sin . cos = 1 – 1 

   sin . cos = 0     .....(1) 

 अब  sin – cos)2 = 1 – 2 sin . cos

   (sin – cos)2  = 1 – 2 × 0    समी. (1) से 

   (sin – cos)2  = 1 

       

       यही तसद्ध करना र्ा। 
उदाहरििः-6. यडद cos + sin =  √2 cos  हो। 
   तो तसद्ध कीणिए डक cos – sin =  √2 sin 

हलिः- डदया हैिः   cos + sin = √2  cos

  cos A – sinA cos A + sinA

cos A – sinA


21 cos – sin

sin +sin  . cos

  

  

 

2cos 1– sin

sin 1 cos

 

  

 

2cos cos

sin 1 cos

 

  

 

 

cos 1 cos

sin 1 cos

  

  

cos

sin





21 cos – sin

sin +sin  . cos

  

  
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    sin = √2  cos– cos 

    sin = cos (√2 – 1) 

    
𝑠𝑖𝑛𝜃 

√2−1
= 𝑐𝑜𝑠𝜃  

   𝑐𝑜𝑠𝜃 =  
𝑠𝑖𝑛𝜃 

√2−1
 𝑥

√2+1

√2+1
 

    

Cosθ =   

          

     cos = √2 sin + sin 

            cos –  sin =  √2sin        

यही तसद्ध करना र्ा। 
 

नए सूंबूंध बनाना 
  यडद  x = sin 

  y = cos

 तो हम x ि y के मध्य सूंबूंध कैसे पता करेंगे? 

 हम वत्रकोितमतीय अनपुातों के सूंबूंधों से θ को विलोवपत कर x ि y के बीच सूंबूंध पता कर सकते हैं। 
िैसे-  x2 + y2 = sin2  + cos2 

  x2 + y2 = 1 

 आइए, इसे कुछ और उदाहरिों से समिें- 
 

उदाहरििः-7. यडद x = a cos – b sin  और x2 + y2 = a2 + b2 हो, 
  तो तसद्ध कीणिए डक ग2 ेे़ ल2 त्र ूें2 ेे़ इ2 

हलिः-  डदया है  x = a cos – b sin     .....(1) 

  y = a sin + b cos     .....(2) 

 समी. (1) ि (2) का िगा करने पर 
 

  x2 = (a cos – b sin)2 

  y2 = (a sin + b cos)2 

  x2 = a2 cos2 + b2 sin2– 2ab cos . sin  .....(3) 

 y2 = a2 sin2 + b2 cos2+ 2ab sin . cos  .....(4) 

 

 समी. (3) ि (4) को िोड़ने पर 
 

  x2 + y2 = a2 cos2 + b2 sin2– 2ab cos . sin 

   + a2 sin2 + b2 cos2+ 2ab sin . cos

   = a2 (sin2 + cos2+ b2 (sin2 + cos2 

  = a2 + b2  [sin2 + cos2 = 1] 

 

 

उदाहरििः-8. यडद tan + sin = m और tan – sin = n हो तो तसद्ध कीणिए डक- 
   m2 – n2 = 4√mn 

2 sin sin

2 1

 


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हलिः- डदया है  m = tan + sin 

   n = tan – sin 

   m + n = 2tan 

  m – n = 2sin  

 

 

 

अब   (m–n) (m+n) = 4 sin . tan 

       m2 – n2 = 4 sin . tan   .....(1) 

           m . n = (tan + sin) (tan – sin) 

   = tan2 – sin2     

    = 
sin2 𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
− sin2𝜃    

  

    =  sin2𝜃   −  sin2 𝜃.𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
− sin2𝜃    

   =  
 sin2𝜃   −  sin

2
𝜃.𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
− sin2𝜃 

   =  
sin2𝜃(1− 𝑐𝑜𝑠2𝜃)

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 

   =  
sin2𝜃.sin2𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 

    = sin2 . tan2

   4√mn = 4√ sin2 . tan2

 

    = 4 sin tan 

  4√mn = m2  - n2                                 यही तसद्ध करना र्ा। 
प्रश्नािली-1 

 

 तनम्नतलणखत सिासतमकाएुँ तसद्ध कीणिए- 
 =  2cot2 1.


 

2- sec2 + cosec2 = sec2 . cosec2 

 3- sin4A + cos4A = 1 – 2sin2A . cos2A 

 

 =  cosec – cot  4. 

 

 

 5- (1 + cot – cosec ) (1 + tan + sec ) = 2 

 

 

   6.  1+𝑐𝑜𝑠𝜃

1−𝑐𝑜𝑠𝜃 
−

(1−𝑐𝑜𝑠𝜃)

1+𝑐𝑜𝑠𝜃
   =  4 cot cosec

 

 7.  =  2 cosec 

 

1 1

sec 1 sec 1


 

1 cos

1 cos

 

 

sin 1 cos

1 cos sin

 

 





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 8. यडद cos – sin = √2 sinहो तो तसद्ध कीणिए डक cos + sin = √2 cos 

 9. यडद tan = n tan  तर्ा in = m sinतो तसद्ध कीणिए डक cos2θ  =  (𝑚2 − 1)/(𝑛2 − 1) 

  

 10. यडद x = a cosec  तर्ा y = b cotहो, तो तसद्ध कीणिए डक  =  1 
 

 11. यडद x = r sinA cosC, y = r sinA sinC और z = r cosA हो तो तसद्ध कीणिए डक  

         r2 = x2 + y2 + z2 

 

सिासतमका ि वत्रकोितमतीय समीकरि  

  

 हमने वत्रकोितमतीय अनपुात sin, cos, tan, sec , cosec, cot  के आपस में 
सूंबूंध को िाना है। इन सूंबूंधों में हमने एक सूंबूंध sin2 + cos2 = 1 देखा है। यह 
सूंबूंध θ के सभी मानों के तलए सत्य है। वत्रकोितमतीय अनपुातों के ऐसे सूंबूंध को, िो 
कोि के रूप मै डदए गए चर के सभी मानों के तलए सत्य हो,वत्रकोितमतीय सिासतमका 
कहा िाता है।  

 तब, लया सूंबूंध sin + cos = 1 भी एक सिासतमका है? 

 आइए देखें,  

  ेु त्र 0x लेने पर 
  = sin 0° + cos 0° 

  = 0 + 1 

  = 1 

    = 30°  के तलए  

  = sin 30° + cos 30° 

  = 
1

2
+

√3

2
 

  = 
√3   +1 

2
 

   ≠  1 

   

  

 

 

 

 

 

  

  हमने देखा डक θ  =  0x के तलए यह सूंबूंध सत्य है लेडकन θ  =  30x के तलए  सत्य नहीूं है। अतिः 
हम sin + cos = 1 को सिासतमका नहीूं कह सकते । 
कोि के रूप में डदए गए चर के कुछ विशेष मानों के तलए कुछ वत्रकोितमतीय सूंबूंध सत्य होते हैं इरहें 
वत्रकोितमतीय समीकरि कहते हैं। तब लया हम sin + cos = 1 को वत्रकोितमतीय समीकरि कह सकते हैं?  

हमने देखा डक θ  =  0x के तलए यह सूंबूंध सत्य है लेडकन θ = 30x के तलए  सत्य नहीूं है अतिः sin + 

cos = 1   वत्रकोितमतीय समीकरि है। 
 

2 2

2 2

x y

a b

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     करके देखें 
 

डदए गए सूंबूंधों में  = 0°, 30°, 45°, 60°, 90° मानों को रणखए और िाुँच कीणिए डक यह θ के डकन मानों 
के तलए सत्य है- 
1.          cos + sin =√2   2. tan2 cot2 = 2 

3. 2 cos2  = 3sin  4 tan.sec√3  

 

 

θ के णिन मानों के तलए वत्रकोितमतीय समीकरि सत्य है। िे मान वत्रकोितमतीय समीकरि के हल कहलाते 
हैं। 
 आइए, अब कुछ वत्रकोितमतीय समीकरिों को हल करें- 
 

उदाहरििः-9.   tan – 2 sin = 0  को हल कीणिए। 
हलिः-                                        

   √3
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
− 2𝑠𝑖𝑛𝜃 =  0 

 

  √3 sinθ – 2sinθ = 0 

 

   sinθ(√3 – 2cosθ )  = 0 

 

  sinθ  =  0x 

  अब √3 – 2 cosθ = 0   

                    -2cosθ   = - √3  

 

   cosθ  =  
√3

2
 

    θ = 300 

 

अतिः θ = 00 ,300 

 

 

 

 

 

 

उदाहरििः-10. cos2 x + cos x = sin2 x  को हल कीणिए। िहाुँ 0°  x  90°  

हलिः-   cos2 x + cos x = sin2 x 

  cos2 x + cos x = 1 – cos2 x 

  cos2 x + cos2 x + cos x – 1 = 0 

  2 cos2 x + cos x – 1 = 0 

  2 cos2 x + 2 cos x – cos x – 1 = 0 

  2 cos x (cos x + 1) – 1 (cos x + 1) = 0 

  (2 cos x – 1) (cos x + 1) = 0 
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  2 cos x – 1 = 0 

  cos x = 
1

2
 

  x = 60° 

 तर्ा (cos x + 1) = 0 

      cos x + 1 = 0 

           cos x  = - 1 

 

 लयोंडक 0°  x  90°  के तलए बिे ग ऋिात्मक नहीूं होता है। अतिः हम बिे cos x  = - 1 को छोड़ 
देते हैं। इसतलए समीकरि का हल x  =  60° है। 
 

उदाहरििः-11. तनम्नतलणखत वत्रकोितमतीय समीकरि के हल ज्ञात कीणिए िहाुँ 0°     90°  

  
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃+1
+

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃−1
    =  2 

 

हलिः-     𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃+1
+

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃−1
    =  2  

 
𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃−1)+𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃+1)

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 1
  =  2 

 

  
𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃−1)+𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃+1)

cot2 𝜃 
  =  2 [cosec2 – 1 = cot2, 

 

   𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃− 1 +𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃+1)

cot2 𝜃 
   =  2 

    

𝑐𝑜𝑠𝜃 .
2𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃

cot2 𝜃
     =    2 

   

   
𝑐𝑜𝑠𝜃 .2.(

1

𝑠𝑖𝑛𝜃
)

cot2 𝜃 
  = 2 

 

2(
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
)

cot2 𝜃
     =  2 

     

                                                 
2𝑐𝑜𝑡𝜃

cot2 𝜃
         = 2 

  

   
2

𝑐𝑜𝑡𝜃
      =    2  

     tan = 1 

     tan = tan 45° 

         = 45° 

 

प्रश्नािली-2 

 

1. डदए गए वत्रकोितमतीय समीकरिों को हल कीणिए िहाुँ 0°     90°  

 (i) 2 cos2 –  √3cos = 0  (ii) 2 sin2 – cos = 1 

 (iii) 3 tan2 = 2 sec2 + 1  (iv) cos2 – 3 cos + 2 = sin2 
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            (v)  
𝑐𝑜𝑠𝜃

1−𝑠𝑖𝑛𝜃
+

𝑐𝑜𝑠𝜃

1+𝑠𝑖𝑛𝜃
 = 4 

 

प रक कोिों के वत्रकोितमतीय अनुपात  

एक समकोि ABC में यडद A=30°  तब C  लया होगा? (आकृतत-3)  

और यडद C = 60° तो लया Ð। का मान पता कर सकते हैं?(आकृतत-4) 

लया A ि C   के बीच कोई ऐसा सूंबूंध है णिससे एक कोि का मान पता 
होने पर  हम द सरे कोि 

का मान पता कर सकें  ?   

 हम िानते हैं डक ABC  में  

   A + B  +  C = 180° 

       B = 900
 

  A + C = 90° यानी A ि C प रक कोि हैं। 
 अब वत्रभिु ABC  में (आकृतत-5) 

 D  =  θ  तो C  =  90° -  θ 

 

 

 

 

 

तब लया A  ि  C के वत्रकोितमतीय अनपुातों के बीच भी कोई सूंबूंध है ? 

 लया डदए गए वत्रभुि में (90°–  कोि के वत्रकोितमतीय अनपुात को θ कोि के वत्रकोितमतीय 
अनपुात में पररिततात डकया िा सकता है? कैसे? 

  

 sinθ = 
𝐵𝐶

𝐴𝐶
                      cosθ = 

𝐴𝐵

𝐴𝐶
                           tanθ = 

𝐵𝐶

𝐴𝐵
  

 

cosecθ = 
𝐴𝐶

𝐵𝐶
                    secθ = 

𝐴𝐶

𝐴𝐵
                          cotθ = 

𝐴𝐵

𝐴𝐶
 

     

      

 अब C = (90°–  के तलए ABC में 
 वत्रकोितमतीय अनपुात 

    

 sin(900 - θ) = 
𝐴𝐵

𝐴𝐶
                      cos(900 - θ)  = 

𝐵𝐶

𝐴𝐶
                           tan(900 - θ)  = 

𝐴𝐵

𝐵𝐶
  

 

cosec(900 - θ)  = 
𝐴𝐶

𝐴𝐵
                    sec(900 - θ)  = 

𝐴𝐶

𝐴𝐵
                          cot(900 - θ)  = 

𝐵𝐶

𝐴𝐵
  

    

 कोि θ ि (900 - θ)  के तलए वत्रकोितमतीय अनपुातों की तलुना करने पर हमें नीचे डदए सूंबूंध प्राप्त 
होंगे- 
   

 sin(900 - θ) = 
𝐴𝐵

𝐴𝐶
  = cosθ ,                cos(900 - θ)  = 

𝐵𝐶

𝐴𝐶
  = sinθ    

                                 
 tan(90°–  = cot  और cot(90°–  = tan
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 ec(90°–  = cosec और  cosec(90°–  = sec

 

 सोचें एिूं चचाा करें 
 लया उपरोक्त सूंबूंध 0°     90°  के सभी मानों के तलए सत्य है? 

 

करके देखें 
 प रक कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुातों के सूंबूंध का प्रयोग करके नीचे की सारिी को प िा कीणिए। 

Θ 00 300 450 600 900 
 

sin Θ 

 
0 

 
---------------- 

1

√2
 

 

 
---------------- 

 
1 

 

Cosθ 
 
--------------------
- 

√3

2
 

 
----------------- 

1

2
  

---------------- 

 

 

 

प रक कोि के वत्रकोितमतीय अनुपातों का उपयोग 

 आइए हम यह देखें डक प रक कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुातों की सहायता से  वत्रकोितमतीय सारिी 
का वबना प्रयोग डकए मान कैसे ज्ञात करते हैं? लया उन कोिों के तलए णिनके वत्रकोितमतीय अनपुात पता 
करना सरल नहीूं है, हम इनका उपयोग कर सकते हैं?िैसे    31°  या डफर 13° और  20°  या 43° 
आडद। 
  

   अब हम  का मान वत्रकोितमतीय सारिी का प्रयोग डकए बगरै ही ज्ञात करके देखते हैं।  

   

  =     

  

 

  =     

   

               =       

  

              

             =     2   

 

     इसी प्रकार   का मान ज्ञात करना हो तो 
   

  =   

  

 

 =   

  

 =  3 

  

उदाहरििः-12. तनम्नतलणखत के मान ज्ञात कीणिए। 
  (i)     (ii)   

 

2sin 30

cos60

2sin 30

cos60

2sin 30

cos(90 30 )

sin 30
2

sin 30

3tan15

cot 75

3tan15

cot(90 15 )

3tan15

tan15

sin31

2cos59

sec70 sin59

cosec20 cos31
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हलिः-  (a)     

 

 

 

 

   =   

   

 

   [sin (90°–) = cos]                               = 

   

  =     
1

2
  

 

  

(b)  

   

 =          

   

 

                  =   
     

  = 1 + 1 

  = 2  

 

उदाहरििः-13.का मान ज्ञात कीणिए। 
हलिः-   

   

   

 

   
 

 =    +     -  4  x  1

2
 

   

 

    = 1 + 1 – 2 

= 0 

उदाहरििः-14. तसद्ध कीणिए डक- 

  tan 7° tan 23° tan 60° tan 67° tan 83° =  √3 

 

हलिः- बायाुँ पक्ष = tan 7° tan 23° tan 60° tan 67° tan 83° 

   = tan (90° – 83°) tan (90° – 67°) tan 60° tan 67° tan 83° 

   = cot 83° cot 67° tan 60° tan 67° tan 83° 

   = cot 83° tan 83° cot 67° tan 67° tan 60° 

2 2 2
sin 90 43 cos 90 47 1

4
cos 43 sin 47 2

sin31

2cos59

 
0

00

59cos2

5990sin 

cos59

2cos59

sec70 sin59

cosec20 cos31

sec(90 20 ) sin(90 31 )

cosec20 cos31

cosec70 cos31

cosec70 cos31

sec 90 cosec

sin 90 cos

2 2

2sin 47 cos 43
4cos 45

cos 43 sin 47

2 2

2sin 47 cos 43
4cos 45

cos 43 sin 47

2
cos  43°

cos  43°

 
 
 

2
sin  47°

sin 47°

 
 
 
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× √3    = cot 83° ×    ×  cot 67° ×   

    

= √3 

 

 

वत्रकोितमतीय समीकरि हल करना  

अब हम तनम्नतलणखत समीकरि पर विचार करते हैं- 
  

  में अज्ञात कोि  θ का मान माल म करने तलए हम तनम्नतलणखत तरीके का 
 

 उपयोग करेंगे। 
      

          

 

                sin  = sin30° 

      = 30° 

 आइए इसे कुछ और उदाहरिों से समिते हैं। 
उदाहरििः-15. यडद sin55° cosec (90° – ) = 1, तो θ का मान ज्ञात कीणिए िहाुँ  

  0°     90°  

हलिः-  sin 55° cosec (90° – ) = 1 

       sin (90° – 35°) sec = 1 

     cos 35° . sec = 1 

 

         

 

         sec = sec 35° 

    = 35° 

 

 

 

 

उदाहरििः-16. यडद sin 34° = p हो, तो cot 56°  का मान ज्ञात करो। 
हलिः-  sin 34° = p 

 

 

 

  sin (90° – 56°) = p 

  cos 56° = p  

    .....(1) 

 हम िानते हैं डक sin2  + cos2  = 1  

  sin2  = 1 – cos2 

1

cot  83°

1

cot  67°

 
1

cos 90
2

 

 
1

cos 90
2

 

1
sec

cos  35°
 
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   sin2 56° = 1 – cos2 56 

   sin2 56° = 1 – p2    .....(2) 

   sin 56° = √1-p2 

 

 अतिः समी. (1) ि (2) से 

 

 

  cot 56°  =    

 

   

    =    

 

उदाहरििः-17. यडद बिि cot 3A = tan (A – 22°) िहाुँ 3A रय न कोि है तो । का मान ज्ञात कीणिए। 
 

हलिः- डदया है - cot 3A = tan (A – 22°) 

  tan (90° – 3A) = tan (A – 22°) 

          90° – 3A = A – 22° 

         90° + 22° = A + 3A 

      112° = 4A  

 

           A = 
1120

2
  

 

           A = 28° 

 

 वत्रकोितमतीय अनपुातों के सूंबूंधों को प रक कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुातों का प्रयोग कर तसद्ध डकया 
िा सकता है। आइए देखें- 
 

उदाहरििः-18. तसद्ध कीणिए डक-  =              = cos2θ 

 

 

हलिः- बायाुँ पक्ष  =    

 

 

 

 

    
 

    
 

    
    

cos  sin

tan

 




cos  sin

sin

cos

 






2cos  sin

sin

 




cos  56°

sin  56°

21–

p

p

   sin 90 –  cos 90 –

tan

   



   sin 90 –  cos 90 –

tan

   





210 
 

=   =  cos2   

    =  दायाुँ पक्ष 

 

उदाहरििः-19. तसद्ध कीणिए डक in (90° – ) sec + cos (90° – ) cosec = 2  

हलिः- बायाुँ पक्ष = sin (90° – ) sec + cos (90° – ) cosec

   = cos sec + sin cosec

   = cos ×
1

𝑐𝑜𝑠𝜃
  + sin × 

1

𝑠𝑖𝑛𝜃
  

   = 1 + 1 

   = 2 

   =  दायाुँ पक्ष 

 

उदाहरििः-20. यडद  ∠A, ∠B   ि  ∠C वत्रभुि ।ठब ्के अूंतिः कोि हों तो तसद्ध कीणिए डक- 
   sin (

𝐴+𝐵

2
) = cos (

𝑐

2
) 

हलिः- डदया है डक A,B ि C वत्रभुि ABC के अूंतिःकोि हैं। 
  तो A + B + C = 180° 

   A + B = 180° – C   .....(1) 

  पनुिः बायाुँ पक्ष  = sin (
𝐴+𝐵

2
)  

      = sin (
1800  −𝐶

2
)  

      = sin (
1800  

2
−

𝑐

2
) 

 

= sin (900 −
𝑐

2
)  

 

      =  cos 
𝑐

2
 

      =  दायाुँ पक्ष 

 आइए अब हम देखें डक डदए गए कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुात को 0° से 45° के वत्रकोितमतीय 
अनपुात में कैसे पररिततात कर सकते हैं। 
 

उदाहरििः-21. tan 59° + cot 75°  को 0° से 45° के बीच के कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुात में व्यक्त 
कीणिए। 
हलिः- tan 59° + cot 75° = tan (90° – 31°) + cot (90° – 15°) 

    = cot 31° + tan 15° 

     [ tan (90° – ) = cot 

         cot (90° – ) = tan] 

 

 

 प्रश्नािली-3 

 
 

 1. तनम्नतलणखत में 0° से 45° के बीच के वत्रकोितमतीय अनपुात में व्यक्त कीणिए- 
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 (i) sin 56° (ii) tan81° (iii) sec73° 

 2. तनम्नतलणखत का मान ज्ञात कीणिए- 

 (i) cos 800

sin 100   
                (ii)  sin 370

2 cos 530 (iii) 3 sin 17° sec 73° 

 3. तनम्नतलणखत का मान ज्ञात कीणिए- 
 (i) sin 64° – cos 26°  

 (ii) 3 cos 80° cosec 10° + 2 cos 59° cosec 31° 

  

 (iii) 2 
cos 670

sin 230   
  – 

tan 400

cot 500   
 + cos 0°  (iv) sin2 35° + sin2 55° 

 

 (v) 
5 sin 350

cos 550   
 +  

cos 550

2 sin 350   
  – 2 cos 60° 

 

 

4. तसद्ध कीणिए डक- 
 (i) sin 63° cos 27° + cos 63° sin 27° = 1  

 (ii) tan 15° tan 36° tan 45° tan 54° tan 75° = 1 

 (iii) sin2 85° + sin2 80° + sin2 10° + sin2 5° = 2 

 

 

 5. तसद्ध कीणिए डक- 
  sin(902  − 𝜃) cos(902  − 𝜃) =

𝑡𝑎𝑛𝜃

1+cot0(902 −𝜃)
 

 

 

 6. तसद्ध कीणिए डक- 

  
𝑐𝑜𝑠𝜃

sec(900−𝜃)
+

sin(900−𝜃)

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝜃 −1
= 2cot (900 − 𝜃) 

  

 7. तसद्ध कीणिए डक- 

   
tan(900−𝜃)

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2.𝑡𝑎𝑛𝜃
  = cos2 𝜃 

 

 8. यडद sinA = cosB  तो तसद्ध कीणिए डक- A + B = 90°  

 9. यडद बिेमब cosec 2A = sec (A – 36°),  िहाुँ 2A एक रय न कोि है तो A का मान ज्ञात 

       कीणिए। 
 10. यडद A + B = 90°, secA = a, cotB = b  तब तसद्ध कीणिए डक- a2 – b2 = 1  

 11. यडद A, B ि C वत्रभुि ABC के अूंतिःकोि हों  तो तसद्ध कीणिए डक- 
  tan (

𝐵+𝐶

2
) = cot (

𝐴

2
) 

 12. यडद sec 34° = x  तो cot2 56° + cosec 56°  का मान ज्ञात कीणिए। 
 

    हमने सीखा 
 

1.  वत्रकोितमतीय अनपुातों में तनम्नतलणखत सूंबूंध होते हैं- 
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    sin2 +cos2 = 1  िहाुँ   

 

  1 + tan2θ  = sec2 θ   िहाुँ  

 

  1 + cot2θ  = cosec2 θ    िहाुँ  

2.  डकसी भी वत्रकोितमतीय अनपुात को डकसी अरय वत्रकोितमतीय अनपुात के पदों में तलखा िा सकता 
है। 
3.  सिासतमकाएुँ िे समीकरि  हैं िो कोिों के चर के सभी मानों के तलए सत्य होते हैं। 
 

4. कोि θ के  डकसी मान के तलए यडद एक वत्रकोितमतीय अनपुात ज्ञात हो तो शेष वत्रकोितमतीय 
अनपुात ज्ञात डकए िा सकते हैं। 
5.  प रक कोिों के वत्रकोितमतीय अनपुातों में तनम्नतलणखत सूंबूंध होते हैं- 
 sin(90°–  = cos  cos(90°–  = sin

 tan(90°–  = cot  cot(90°–  = tan

 sec(90°–  = coesc  cosec(90°–  = sec  

6.  सिासतमकाओूं को िाुँचना ि तसद्ध करनाए कोिों के कुछ मानों के आधार पर नहीूं डकया िा सकता।
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 90    

0 90    

0 90    
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ऊुँ चाई एिूं द री 
 [Height and Distance] 

 

  

 

 

  

आप अपने विद्यालय के खेल मैदान की लूंबाई एिूं चौड़ाई पता करना चाहते हैं तो आप इसका मापन कैसे करेंगे? 
इसका मापन करने के तलए आपको कोई मापन यूंत्र िैसे रूलर (स्केल), मापने िाले फीते की आिश्यकता होगी। 
लया हम रूलर की सहायता से मैदान की लूंबाई आसानी से पता कर सकते हैं? इसमें लया कडठनाइयाुँ आएुँगी? 
 रािेश ने कहा, रूलर की सहायता से मापने पर हमें रूलर का बार-बार उपयोग करना होगा लयोंडक मैदान 
की लूंबाई अतधक है परूंतु बार-बार उठाने और रखने में गलती हो सकती है अतिः हम मापने िाले लूंबे फीते का 
प्रयोग करेंगे। 
 िाडहदा बोली, मैदान की लूंबाई, चौड़ाई पता करने 
के तलए मैदान के एक छोर से द सरे छोर तक फीते को ले 
िाना होगा। एक छोर पर एक बच्चा फीते के एक तसरे 
को पकड़ कर खड़ा हो िाए और मैदान के द सरे छोर तक 
फीते को ले िाकर उसे पढ़ने से द री पता चल िाएगी। 
 िमुना ने प छा, लया इसी तरह हमें खि र के पेड़, 
िालीबॉल के मैदान में लगे नेट के खूंभों की ऊुँ चाई पता 
करनी हो तो इनके ऊपरी तसरे से िमीन तक की द री 
मापनी होगी? पर यह र्ोड़ा मुणश्कल है। पेड़ और खूंभों के 
तशखर तक हम कैसे पहुुँचेंगे? 
 असलम ने प छा, तो हमें लया करना चाडहए? 
 यहाुँ हम गणित की कौनसी तकनीक का प्रयोग करें? 
 लया हम वत्रकोितमतत का प्रयोग कर ऊुँ चाई एिूं द री पता कर सकते हैं? 
 
आइए देिें - 
 आप अपने विद्यालय के िण्डे के खूंभे की ऊुँ चाई पता करना चाहते हैं। हम िानते हैं डक वत्रकोितमतीय 
अनपुात वत्रभिु की भुिाओूं एिूं कोि के बीच सूंबूंध है। लया आप िण्डे के खूंभे को एक भिुा लेकर एक समकोि 
वत्रभुि बना सकते हैं? इस वत्रभुि में खूंभे की ऊुँ चाई ज्ञात करने के तलये हमें डकन मानों की आिश्यकता होगी? 

10 
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 यडद विद्यालय के मदैान में कोई वबूंद ु A लें िो खूंभे के पाद वबूंद ु से 10 मीटर की द री पर है 
 (देणखए आकृतत-2 )। वबूंद ुA से िण्डे के शीषा C  को तमलाने िाली रेखा, वबूंद ु A पर िमीन के सार् 
60° का कोि बनाती है। 
 

   तो  ∆ABC  में  
   ∠ CAB = 60° 
   AB = 10 मीटर 
   𝑡𝑎𝑛 𝐴 =

𝐵𝐶

𝐴𝐵
  

   𝑡𝑎𝑛 𝐶 =
𝐵𝐶

10
 

   𝐵𝐶 = 10 𝑡𝑎𝑛 600  
𝐵𝐶 =  10√3 मीटर 

 
  
इस प्रकार हम िण्डे के खूंभे की ऊुँ चाई वत्रकोितमतत का प्रयोग कर 
पता लगा सकते हैं। 
 
उन्नयन कोण 
 आइए हम उपरोक्त आकृतत-2 पर पनुिः विचार करते हैं। यडद आप 
मैदान में खड़े होकर िण्डे को देखें तो आपकी आुँख को वबूंद ुA  पर लेने 
पर आपकी आुँख से िण्डे के शीषा C को तमलाने िाली रेखा AB दृवष्ट रेखा 
कहलाती है।  
  िण्डे के खूंभे की ऊुँ चाई हमारी ऊुँ चाई  से अतधक हो तो उसके 
शीषा को देखने के तलए हमें ऊपर की ओर देखना होगा। 
  हमारी आुँख से खूंभे के शीषा को तमलाने िाली दृवष्ट रेखा AC ि 
क्षतैति रेखा AB के बीच बना कोि उरनयन कोि कहलाता है। (देणखए 
आकृतत-3) यहाुँ हमने माना है डक आुँख A पर है अतिः उरनयन कोि A 
से क्षतैति रेखा और दृवष्ट रेखा के बीच का कोि है। 
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 यडद खूंभा और ऊुँ चा हो  तो तसर को और ऊुँ चा उठाना 
पड़ेगा। 
 
 इस णस्र्तत में लया उरनयन कोि पहले से अतधक होगा? 
यानी φ का मान से θ से बड़ा होगा ?  
 
 िण्डे के खूंभे की ऊुँ चाई और अतधक बढ़ने के कारि 
आपकी दृवष्ट रेखा ि क्षतैति रेखा के बीच का कोि बढ़ िाता है 
यानी उरनयन कोि बढ़ िाता है।(आकृतत-4) 
 
 

 

सोचें और चचाा करें  

 यडद िण्डे की ऊुँ चाई कम कर दी िाए तो उरनयन कोि के मान में लया पररितान आएगा? 
    

 आइए, अब एक द सरी णस्र्तत 
पर विचार करें यडद हम िण्डे को वबूंद ु
A से न देखकर उससे र्ोड़ा और द र  
𝐴′ से देखें (आकृतत-5)  
 आप पाएुँगे डक वबूंद ु𝐴′ से 
िण्डे के खूंभे के शीषा को देखे िाने 
पर दृवष्ट रेखा ि क्षतैति रेखा के बीच 
का कोि कम हो िाता है यानी 
उरनयन कोि का मान कम हो िाता 
है। 
इस प्रकार हमने पाया डक उरनयन 
कोि का मान िस्तु की ऊुँ चाई के 
सार्-सार् बढ़ता है परूंत ु िस्त ु की 
पे्रक्षक (देखने िाले) से द री बढ़ने पर  क्रमशिः कम होता िाता है। 
 वत्रकोितमतत का प्रयोग कर पिात की ऊुँ चाई, ग्रहों के बीच की द री, पथृ्िी ि स या के बीच की द री, 
महासागर की गहराई का मापन डकया िाता है। खगोलविद् इसका प्रयोग, पथृ्िी से ग्रहों एिूं तारों की द ररयाुँ ज्ञात 
करने में करते हैं। 
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 हम अपने दैतनक िीिन में भी समस्याओूं को हल करने के तलए वत्रकोितमतत का उपयोग करते हैं। 
आइए कुछ उदाहरि देखें- 
उदाहरििः-1. एक भिन के पाद वबूंद ुसे 15 मीटर की द री 
पर णस्र्त डकसी वबूंद ुसे भिन के तशखर का उरनयन कोि 45° 
है। भिन की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए।  
हलिः- आकृतत में AB भिन की ऊुँ चाई है। भिन AB के पाद 
वबूंद ुB से 15 मीटर द र णस्र्त वबूंद ुC से भिन के तशखर A का 
उरनयन कोि ∠ACB = 45° 
 मान लीणिए भिन की ऊुँ चाई h मीटर है 
 तो   ∆ABC   में  𝑡𝑎𝑛450 =

𝐴𝐵

𝐵𝐶
 

या 𝑡𝑎𝑛450 =
ℎ

15
 

या1 =
ℎ

15
       [𝑡𝑎𝑛450 = 1] 

 

 h = 15 मीटर  
 अतिः भिन की ऊुँ चाई 15 मीटर है। 
 

 
उदाहरििः-2. एक सीधी दीिार पर सीढ़ी इस प्रकार रखी गई है डक िह िमीन से 60° का कोि बनाती है। 
यडद सीढ़ी का पाद वबूंद ुदीिार से 4 मीटर द री पर हो तब सीढ़ी की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 
हलिः- माना डक AC सीढ़ी है णिसकी लूंबाई 𝑥 मी. है अर्ाात ्𝐴𝐶 = 𝑥 मी. डदया गया है डक सीढ़ी का पाद वबूंद ु
A दीिार से 4 मी. की द री पर है। 
 अतिः ∆ABC   में  AB = 4 मी.  
 तर्ा ∠ACB = 60° 
 तब   𝑐𝑜𝑠600 =

𝐴𝐵

𝐴𝐶
     

या 1

2
=

4

𝑥
 

            या 𝑥 = 8 मीटर 
 
 अतिः सीढ़ी की लूंबाई 8 मीटर होगी। 
 

 
 

 

उदाहरििः-3. तेि हिा से ट टे एक पेड़ का तसरा िुक कर पेड़ के पाद से 6 मीटर की द री   
 पर िमीन को छ ता है। यह डहस्सा िमीन से 60° का कोि बनाता है। प रे पेड़ की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए। 
हलिः- पेड़ का ट टा हुआ भाग AC है। (देणखए आकृतत- 8) 
 डदया गया है डक ट टे तसरे के शीषा से पेड़ के पाद वबूंद ुकी द री 6 मी. है। 


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 समकोि ∆ABC    में 
  𝑡𝑎𝑛600 =

𝐵𝐶

𝐴𝐵
  

   √3 =
𝐵𝐶

6
 

  𝐵𝐶 = 6√3 मी. 
 पनुिः समकोि ∆ABC     में 
  𝑠𝑖𝑛600 =

𝐵𝐶

𝐴𝐶
 

  या  √3

2
=

6√3

𝐴𝐶
  

   
 
    𝐴𝐶 = 12 मी. 
  अतिः पेड़ की ऊुँ चाई= 𝐵𝐶 + 𝐴𝐶   
                     = 6√3 + 12 
     =  6(√3 + 2) मी. 
उदाहरििः-4. 1.4 मी. लूंबा एक पे्रक्षक एक मीनार से 25.6 
मी. की द री पर है। उसकी आुँखों से मीनार के तशखर का उरनयन 
कोि 45° है। मीनार की ऊुँ चाई बताइए। 
हल: यहाुँ BC मीनार है, AE पे्रक्षक है और ∠CED  उरनयन कोि 
है। 
 तर्ा 𝐴𝐵 = 𝐸𝐷 = 25.6 मी.  
 𝐴𝐸 = 𝐵𝐷 = 1.4 मी. 
 समकोि ∆CDE     में 
 𝑡𝑎𝑛450 =

𝐷𝐶

𝐸𝐷
 

 1 =
𝐷𝐶

25.6
  

 DC = 25.6 मी. 
 अतिः मीनार की ऊुँ चाई = 𝐵𝐷 + 𝐷𝐶 
           = 1.4 + 25.6 
           = 27 मी. 
 
नोट: यडद पे्रक्षक की ऊुँ चाई न दी गई हो तो पे्रक्षक को एक वबूंद ुमान तलया िाता है। 
 फरीदा के घर के बाहर एक िण्डा लगा हुआ है (देणखए आकृतत-10) फरीदा इस िण्डे के डूंडे की लूंबाई 
ज्ञात करना चाहती है। लया िण्डे को वबना तनकाले डूंडे की लूंबाई का पता लगा सकते हैं? 
 
आइए िेखें- 
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उिाहरणः-5. भ दम के एक दबंिु 𝑃 से 10 मी. ऊाँ िे भवन के दशखर का उन्नयन कोण 30° है। भवन के दशखर 
पर एक झण्डा िगाया गया है और 𝑃 से झणे्ड के दशखर का उन्नयन कोण 45° है। तो झणे्ड के डंडे की िंबाई 
और दबंिु 𝑃 से भवन की ि री ज्ञात कीदिए। 
 
हिः- आकृदत-10 में AB भवन की ऊाँ िाई है, BD  झणे्ड के डंडे की िंबाई है और P दिया हुआ दबंिु है। ध्यान 
िीदिए दक यहााँ िो समकोण दिभुि PAB और PAD हैं। हमें झणे्ड के डंडे की िंबाई यानी BD और दबंिु P से 
भवन की ि री यानी PA पता करना है। 
 

ि ाँदक हमें भवन की ऊाँ िाई  
AB पता है इसदिए  
 पहिे हम समकोण 
∆PAB    िेंगे। 
 
यहााँ 𝑡𝑎𝑛300 =

𝐴𝐵

𝑃𝐴
   

 
यानी   1

√3
=

10

𝑃𝐴
 

 
इसदिए 𝑃𝐴 = 10√3  मी. 
 
   
 
P से भवन की ि री 10√3  मी. 
 आइए, अब हम यह मान िें दक 𝐵𝐷 = 𝑥  मी. है 
 तथा 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷 = (10 + 𝑥) मी. 
 अब समकोण ∆PAD     में 
 𝑡𝑎𝑛450 =

𝐴𝐷

𝑃𝐴
 

  =
10+𝑥

10√3
 

          1 =
10+𝑥

10√3
 

 10√3 = 10 + 𝑥 

 𝑥 = 10(√3 − 1) मी. 

 अतः झंडे के डंडे की िंबाई 10(√3 − 1)  मी. है। 
 उन्नयन कोण का ऊाँ िाई एवं ि री से संबंध हम िेख िुके हैं। हमने िेखा था दक उन्नयन कोण का मान 
वसु्त की ऊाँ िाई के बढ़ने के साथ बढ़ता है तथा वसु्त की पे्रक्षक से ि री बढ़ने के साथ घटता िाता है। 
 आइए, इन कथनो ंपर आधाररत उिाहरणो ंको हि करें- 
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उिाहरणः-6. एक िड़का 30 मी. ऊाँ िे एक भवन से कुछ ि री पर खड़ा है। िब वह ऊाँ िे भवन की ओर 
िाता है तब उसकी आाँख से भवन के दशखर का उन्नयन कोण 30° से 60° हो िाता है। बताइए दक वह भवन 
की ओर दकतना ििा है? 
हिः- माना दक BC भवन है तथा दबंिु A पर िड़का खड़ा है। 
 BC = 30 मी. 
 समकोण ∆ABC  में 
 𝑡𝑎𝑛300 =

𝐵𝐶

𝐴𝐶
 

 1

√3
=

30

𝐴𝐶
 

 𝐴𝐶 = 30√3  मी. 
 पुनः समकोण ∆BCD    में 
 𝑡𝑎𝑛600 =

𝐵𝐶

𝐶𝐷
 

 𝑡𝑎𝑛300 =
30

𝐶𝐷
 

  
 √3 =

30

𝐶𝐷
 

 CD=
30

√3
 

 𝐶𝐷 = 10√3  मी. 
 अतः िड़के िारा भवन की ओर ििी गई ि री 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐷 

 = 30√3 − 10√3 
 = 20√3  मी.   अतः िड़का भवन की ओर 20√3   मी. ििा। 
 

 
अवनमन कोण 

 
 आइए, एक अन्य पररखथथदत पर ििाा करें- 
 रमा अपने घर की बािकनी में खड़ी है और उसके घर के तरफ आती हुई कार को िेख रही है। इस 
खथथदत में कै्षदति रेखा व दृदि रेखा के बीि बना कोण अवनमन कोण कहिाता है। (आकृदत-12) 
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 अब यदि यह कार घर के और पास आ िाए तो (आकृदत-12) उस खथथदत में अवनमन कोण में क्या 
पररवतान आएगा? 
 कोण α व β में क्या संबंध होगा? 
 क्या  α > β 
  α < β 
 या α = β 

 आप िेख सकते है दक कार व घर के बीि की ि री कम होने पर अवनमन कोण का मान बढ़ता िाता 
है। 
 यानी α > β 

 

  

सोचें और चचाा करें  

आकृदत-12 में यदि कार रमा के ठीक नीिे आ िाए तब अवनमन कोण क्या होगा? 
 

 

उिाहरणः-7. भवन के दशखर से भ दम पर खथथत एक गमिे का अवनमन कोण 30° है। यदि गमिा भवन के 

पाि दबंिु से  30 मीटर की ि री पर हो, तो भवन की ऊाँ िाई ज्ञात कीदिए। 
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हिः- माना AB भवन है और दबन्िु O गमिा है। 

 अवनमन कोण ∠XAO =  30° और 

     OB = 30 मीटर 

 ∠XAO  =  ∠AOB  = 30° 

                             

(एकांतर कोण) 

 ∆AOB  में 

  𝑡𝑎𝑛300 =
𝐴𝐵

𝑂𝐵
  

         𝐴𝐵 = 𝑂𝐵 𝑡𝑎𝑛300 

   = 30𝑋
1

√3
  

   =
30

√3
   

   = 10√3  मीटर 

अतिः भिन की ऊुँ चाई  10√3 मीटर है।  

उदाहरििः-8. एक प्रकाश स्तूंभ के तशखर से डकसी भिन के तशखर एिूं तल के अिनमन कोि क्रमशिः 45° 
ि 60° है। यडद भिन की ऊुँ चाई 12 मी. हो तो प्रकाश स्तूंभ की ऊुँ चाई एिूं प्रकाश स्तूंभ से भिन की द री ज्ञात 
कीणिए। 
हलिः- माना डक PQ एक प्रकाश स्तूंभ है। इससे 𝑥 मी. द री पर एक भिन AB है णिसकी ऊुँ चाई 12 मी. है। 
 अतिः 𝑄𝐵 = 𝑥 मी., 𝐴𝐵 = 12 मी. 
 प्रकाश स्तूंभ के तशखर से भिन के तशखर ि तल का अिनमन कोि क्रमशिः 45° ि 60° है। 
 ∠APX  = 45° तथा ∠BPX = 60° एवं माना 𝑃𝑅 = ℎ 
 समकोण दिभुि PRA में 
  𝑡𝑎𝑛450 =

𝑃𝑅

𝑅𝐴
  

 “         1 =
𝑃𝑅

𝑥
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 “      𝑃𝑅 = 𝑥 

         ℎ = 𝑥 

 समकोण ∆PQB में 

 “ 𝑡𝑎𝑛600 =
𝑃𝑄

𝑄𝐵
  

“  √3 = ℎ +
12

𝑥
 

  

 “  √3𝑥 = ℎ + 12  

𝑥 का मान रखने पर 

 “  √3ℎ = ℎ + 12 

 “ √3ℎ − ℎ = 12 

 “ ℎ(√3 − 1) = 12 

 

 “ ℎ =
12

(√3−1)
 

 “ ℎ =
12

(√3−1)
𝑋 

√3+1

√3+1
  (हर का पररमेयीकरण करने पर)  

 “ ℎ =
12(√3+1)

(√3)
2

−12
 

  ℎ =
12(√3+1)

3−1
 

 “ ℎ = 6(√3 + 1) मी. 
 
 प्रकाश सं्तभ की ऊाँ िाई = 𝑃𝑅 + 𝑅𝑄 
  =  6(√3 + 1) + 12 
  =  6√3 + 6 + 12 
  =  6√3 + 18  
  =  6(√3 + 3) मी. 
 
 क्योदंक 𝑥 = ℎ इसदिए 𝑥 =  6(√3 + 1) मी.  
 प्रकाश सं्तभ की ऊाँ िाई   6(√3 + 3) मी. तथा भवन की ि री  =  6(√3 + 1)  मी.  होगी। 
 
उिाहरणः-9. दकसी टीिे के शीषा से मैिान में खथथत िो मकानो,ं िो टीिे के दवपरीत ओर हैं,के पाि के 
अवनमन कोण क्रमशः 30° व 60° हैं। यदि टीिे की ऊाँ िाई 60 मी. हो तब मकानो ंके बीि की ि री ज्ञात कीदिए। 
हिः- माना PQ टीिा है तथा A व B उसके दवपरीत ओर खथथत िो मकान हैं। 
 दिया गया है दक PQ= 60 मी. 
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  ∠XPA = 30° 
   ∠PAQ = 30°  (एकांतर कोण) 
 इसी प्रकार ∠YPB = ∠PBQ = 60° 
समकोण ∆PQA में 𝑡𝑎𝑛300 =

𝑃𝑄

𝐴𝑄
 

        1

√3
=

60

𝐴𝑄
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          
𝐴𝑄 = 60√3 मी. 
    पुनः ∆PQB में 
     𝑡𝑎𝑛600 =

𝑃𝑄

𝐵𝑄
  

              √3 =
60

𝐵𝑄
 

   𝐵𝑄 =
60

√3
 

   𝐵𝑄 = 20√3  मी. 
 अतः मकानो ंके बीि की ि री 𝐴𝐵 = 𝐴𝑄 + 𝐵𝑄 

     = 60√3 + 20√3  
    𝐴𝐵 = 80√3    मी. 
उिाहरणः-10. एक सीधी सड़क एक भवन के पाि तक िाती है। भवन के दशखर पर खड़ा एक आिमी एक 
कार को 30° के अवनमन कोण पर िेखता है। कार भवन के पाि की ओर एक समान िाि से िाती है। 30 मी. 
ििने के बाि कार का अवनमन कोण 60° हो िाता है। यदि इस दबंिु से भवन के पाि दबंिु तक पहुाँिने में िगा 
समय 10 सेकण्ड हो तो कार की िाि एवं भवन की ऊाँ िाई ज्ञात कीदिए। 
हिः- माना दक AB भवन है दिसकी ऊाँ िाई ℎ मी.  है तथा 
 𝐵𝐶 = 𝑥 मी. 
 दिया गया है दक 
 𝐶𝐷 = 30 मी. 
 ∠ADB = 30° 
 ∠ACB  = 60° 
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 तब समकोण ∆ABD में 
 𝑡𝑎𝑛300 =

𝐴𝐵

𝐷𝐵 
 

1

√3
=

ℎ

30+𝑥
  

 ℎ =
30+𝑥

√3
 

 ...............................................(i) 

 

 
पुनः समकोण ∆ABC में 
 𝑡𝑎𝑛600 =

𝐴𝐵

𝐵𝐶
 

  √3 =
ℎ

𝑥
 

 ℎ = 𝑥√3 ........................................(2) 
समीकरण (1) व (2) से 
  
  30+𝑥

√3
= 𝑥√3   

  30 + 𝑥 = 3𝑥 
  2𝑥 = 30 
  𝑥 =15 मी. 
 अतः भवन की ऊाँ िाई ℎ = 𝑥√3 = 15√3 मी. 
प्रश्न के अनुसार 
 दबंिु C से भवन के पाि दबंिु तक पहुाँिने में कार को 10 सेकण्ड िगते हैं 

  कार की िाि = ि री

समय
 

 
         =  

15

10
 

   
                             = 1.5  मी./से.  
 
   
           

 

 

 

1. िमीन पर खथथत दकसी दबंिु से 90 मी. ि र खथथत मीनार के दशखर का उन्नयन कोण 30° है तो मीनार 
की ऊाँ िाई ज्ञात कीदिए। 
2. एक उर्ध्ााधर सं्तभ दिसकी ऊाँ िाई 3 ℎ मी. है, के पाि दबंिु से √3ℎ ि री पर खथथत दकसी दबंिु से सं्तभ 
के दशखर का उन्नयन कोण ज्ञात कीदिए। 

प्रश्नािली 1 
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3. एक पतंग भ दम से 60 मी. ऊाँ िाई पर उड़ रही है। पतंग में िगी डोरी भ दम के एक दबंिु पर ख ाँटी से 
बंधी हुई है। भ दम के साथ डोरी का झुकाव 30° है तब यह मानकर दक डोरी प णातः तनी हुई है, उसकी िंबाई 
ज्ञात कीदिए। 
4. दकसी सं्तभ के पाि दबंिु से 15 मी. ऊंिे एक भवन के दशखर का उन्नयन कोण 30° है तथा भवन के 
पाि दबंिु से सं्तभ के दशखर का उन्नयन कोण 60° है तब सं्तभ की ऊाँ िाई ज्ञात कीदिए। 
5. िो मीनारो ंके बीि की कै्षदति ि री 120 मी. है। ि सरी मीनार के शीषा से िेखने पर प्रथम मीनार के 

दशखर का उन्नयन कोण 30° है। यदि ि सरी मीनार की ऊाँ िाई 40 मी. है तो प्रथम मीनार की ऊाँ िाई ज्ञात कीदिए। 

6. एक मीनार के आधार से एक सरि रेखा में ें और इ ि री 

पर खथथत िो दबंिुओ ंसे मीनार के दशखर के उन्नयन कोण, प रक 

कोण हैं तो दसद्ध कीदिए दक मीनार की ऊाँ िाई  होग7. 15 

मीटर ऊाँ िे एक भवन के दशखर से दकसी मीनार की िोटी का 
उन्नयन कोण 60° तथा मीनार के पाि का अवनमन कोण 30° है 

तो मीनार की ऊाँ िाई एवं भवन से मीनार की ि री ज्ञात कीदिए। 

8. निी के एक दकनारे पर िो दबंिु । और ठ के बीि की 

ि री 40 मी. है। निी के एक दकनारे के समांतर ि सरे दकनारे पर 

दबंिु ब् इस प्रकार है दक Ðठ।ब्त्र60° तथा Ð।ठब्त्र30°, तो निी की 

िौड़ाई ज्ञात कीदिए। (आकृदत-17) 

9. एक मंदिर का दशखर तथा उस पर िगा झण्डा भ दम के 

दकसी दबंिु पर क्रमशः 30° और 60° का कोण अंतररत करते हैं। 

यदि मंदिर की ऊाँ िाई 10 मीटर हो, तो झणे्ड की ऊाँ िाई ज्ञात 

कीदिए। (आकृदत-18) 
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10. 40 मीटर िौड़ी सड़क पर, िो समान ऊाँ िाई वािे दबििी के खंभे एक ि सरे के सामने खथथत हैं। िोनो ं

खंभो ंके बीि सड़क पर खथथत दकसी एक दबंिु से पहिे एवं ि सरे खंभे के उन्नयन कोण क्रमशः 30° व 60° हैं 

तो खंभे की ऊाँ िाई व खंभो ंसे उस दबंिु की ि री ज्ञात कीदिए। 

 

11. एक पे्रक्षक भ दम से 90 मीटर की ऊाँ िाई पर कै्षदति 

रेखा में उड़ रहे गुब्बारे को िेखता है। यदि दकसी क्षण पे्रक्षक 
की आाँखो ं से गुब्बारे का उन्नयन कोण 45° है और कुछ 

समय बाि यह उन्नयन कोण घटकर 30° हो िाता है तो 

गुब्बारे िारा दबंिु । से ठ तक तय की गई ि री ज्ञात 
कीदिए।(आकृदत-19) 

 
 
 
 

 

हमने सीिा 
 
 

1.  दिकोणदमतीय अनुपातो ंकी मिि से हम पेड़ो,ंभवनो,ंमीनारो,ंग्रहो,ं तारो ंआदि में पारस्पररक ि री व ऊाँ िाई   
दनकाि सकते हैं। 
2.  दृदि रेखा - पे्रक्षक की आाँख से पे्रक्षक िारा िेखी गई वसु्त को दमिाने वािी रेखा होती है। 
3.  िेखी गई वसु्त का उन्नयन कोण दृदि रेखा और कै्षदति रेखा से बना कोण होता है िब वसु्त कै्षदति रेखा 
से ऊपर होता है। 
4.  िेखी गई वसु्त का अवनमन कोण दृदि रेखा और कै्षदति रेखा से बना कोण होता है िब वसु्त कै्षदति रेखा 
से नीिे होती है। 
5.  दकसी भवन,मीनार आदि के पाि के पास खथथत दकसी दबंिु से (भवन या मीनार के) दशखर का उन्नयन 
कोण, पाि से दबंिु की ि री बढ़ने के साथ-साथ घटता िाता है। 
6.  दकसी भवन,मीनार आदि के दशखर से उसके पाि के पास खथथत दकसी दबंिु के अवनमन कोण का मान 
पाि से दबंिु की ि री बढ़ने के साथ-साथ घटता िाता है।  
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                 ज्यातमतीय आकृततयों मै समाूंमरूपता  
[Similarity Of Geometrical Shapes] 

     11 
 

 पररचय (Introduction) 

 हम अपने आस-पास अलग-अलग तरह की छोटी-बड़ी आकृततयाुँ 
देखते हैं। इनमें से कुछ ितृ्ताकार, कुछ घनाकार, कुछ वत्रभुिाकार िैसी होती हैं 
और कुछ को इसी तरह की आकृततयों में बाुँट कर देखा िा सकता है। 
आकृतत-1 देणखए, इस मकान के तचत्र में भी वितभरन ज्यातमतीय आकृततयाुँ 
देखी िा सकती हैं। इनमें कुछ आयताकार हैं तो कुछ वत्रभुिाकार। 
लया आप इसमें कुछ और अरय तरह की आकृततयाुँ ढ ुँढ़ सकते हैं? कौन सी 
और आकृततयाुँ हैं? सातर्यों से चचाा करें। 
समान आकृततयाुँ:- ध्यान से देखने पर हम पाते हैं डक इनमें से कुछ आकृततयाुँ, 
आकार (Size) एिूं आकृतत (Shape) दोनों में समान हैं। यानी सिाांगसम हैं।  

अब आकृतत-2 देखें, 2(i) में तीन वत्रभुि बने हैं। देखने में इन तीनों वत्रभुिों 
के कोि बराबर लगते हैं एिूं भुिाएुँ एक खास अनपुात में बड़ी या छोटी 
डदखती हैं। इसतलए आकृतत 2(i) में बने तीनों वत्रभुि एक िैसे लगते हैं। 
डकरतु आकृतत 2(ii) में दोनों वत्रभिु के कोि अलग-अलग हैं। अतिः यह दोनों 
वत्रभुि डदखने में ही तभरन हैं।  

सामारयतिः एक िसैी डदखने िाली आकृततयों को हम समरूप कह देते हैं पररतु गणित में समरूप होने की कुछ 
शतें होती हैं लया 2(i) में बने तीनों वत्रभुि समरूप हैं? देखने में तो ये वत्रभिु समरूप डदख रहे हैं, पर यह कैसे 
तनणश्चत करें? आगे हम इनकी समरूपता पर चचाा करेंगे। 

स्केतलूंग (Scaling)  

अलसर हमारे सामने ऐसी पररणस्र्याुँ आती हैं, डकसी तस्िीर को बड़ा करके देखना है या डकसी खेत, मकान, 

कारखाने अर्िा मैदान का नलशा, कागि पर बनाना है। या डफर बने हुए नलशे से िास्तविक द ररयाुँ, आकार, 

आकृतत, के्षत्रफल आडद पता करना है। इस तरह की सभी आिश्यकताओूं के तलए हम स्केतलूंग का उपयोग करते 
हैं।  
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स्केतलूंग का अर्ा है आकार (Size) में बदलाि करना। यानी आकार को बड़ा या छोटा करना।  डकरत ुबड़ा-छोटा 
करने में भी कुछ बातों का ध्यान रखना पड़ता है णिससे नया तचत्र पहले िाले िसैा डदखे। पहले िैसे डदखने का 
लया अर्ा है? 

आकृतत-3 के तचत्रों को देणखए। आकृतत 3(i) का  बड़ा करने क 
प्रयास मे 3(ii) और 3(iii) प्राप्त हुए हैं। इन दोनों  में से कौन-सी 
तस्िीर चुनेंगे?िाडहर सी बात है पहली। इसमें पहली तस्िीर इस 
तरह बड़ी की गाइ  है णिससे उसकी आकृतत म ल तस्िीर 3(i) के 
िैसी ही रहे इसके तलए तस्िीर को तनणश्चत अनपुात में बड़ा डकया 
गया है। हम यह कह सकते हैं डक आकृतत 3(i) ि 3(ii) समरूप 
हैं। 

 अब आकृतत 3(iii) को देणखए। इस तस्िीर की चौड़ाई, ऊुँ चाई के 
अनपुात में म ल तस्िीर की चौड़ाई से अतधक प्रतीत हो रही है। यह 
म ल तस्िीर से अलग डदखाई पड़ रही है अतिः आकृतत 3(i) ि 
3(iii)समरूप नहीूं हैं। 

इसतलए स्केतलूंग करते समय हमें इस बात का ध्यान रखना होता है डक आकार बड़ा या छोटा करें तो उसकी 
आकृतत में कोई पररितान न हो और समरूपता का गिु बरकरार रहे। 

स्केल गिुक (Scale Factor) 

 दो समरूप आकृततयों के माप में विशेष अनपुात होता है णिसे स्केल गिुक (Scale Factor)कहते हैं। स्केल गिुक 
का उपयोग करके डकसी आकृतत को आिश्यकतानसुार तनणश्चत अनपुात मे छोटा या बड़ा डकया िा सकता है।  

िैसे 5 सेमी. के रेखाखण्ड को 10 सेमी. करने के तलए स्केल गिुक 2 होगा लयोंडक 5 x  2 = 10  । इसी तरह 50 
सेमी. X 20 सेमी. के नलशे को 10 सेमी. x 4 सेमी. तक स्केल करने 

के तलए स्केल गिुक 1

2
   या  0.2 होगा।  

50 x 
1

5
  = 10सेमी. ,  20 x 

1

5
  = 4 सेमी.। यानी स्केतलूंगकरने पर रेखाखण्ड 2 गनुा (बड़ा) हो िाएगा और नलशा 1

5
    

या 0.2 गनुा (छोटा) हो िाएगा।  

हम देख सकते हैं डक णिस अनपुात में नलशे की एक भुिा कम हुई है उसी अनपुात में उसकी द सरी भिुा भी 
कम हुई है। स्केल गिुक यडद 1 से अतधक है तो नई आकृतत बड़ी होगी और यडद स्केल गिुक 1 से कम है तो 
नई आकृतत छोटी होगी।  

अब आकृतत- 4 को देणखए रेखाखण्ड को बड़ा करने पर और छोटा करने पर  तमलता है। माना स्केल 
गिुक X है।  

AB PQ RS
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(i) बढ़ाना (Dilation/Enlargement) 

 
𝑷𝑸

𝑨𝑩
= x 

 

लयोंडक PQ>AB है, इसतलए x
अतिः आकृतत को बड़ा करने (dilation)के तलए स्केल गिुक ’1’ से बड़ा होना चाडहए।   

(ii) घटाना (Reduction)  

RS   = x(AB) (च ुँडक x स्केल गिुक है) 

        
𝑅𝑆

𝐴𝐵
= 𝑥 

स्पष्टतिः आकृतत को छोटा करने (reduce) के तलए स्केल गिुक ’1’ से छोटा होना 
चाडहए। 
 

करके देखें  

1. 12 सेमी. लूंबे एक रेखाखण्ड को 36 सेमी. लूंबा रेखाखण्ड बनाने के तलए स्केल गिुक लया 
होगा? इसी तरह 12 सेमी. के रेखाखण्ड की लूंबाई को 6 सेमी. करना हो तो स्केल गिुक लया 
होना चाडहए? 

नलशा और पमैाना 

गाुँि, णिला, राज्य और राष्ट्र के नलशों को बनाते समय एक बड़े के्षत्र को कागि पर डदखाना होता है। इसमें अलग-
अलग माप के पमैाने तलए िाते हैं। यडद छत्तीसगढ़ के नलशे में पमैाना 1 सेमी.: 50,00,000 सेमी. या 1 सेमी.: 
50 डकमी. तलखा है तो इससे लया तनष्कषा तनकालेंगे?  

 

रोडहत कहता है डक 1 सेमी.: 50 डकमी. का मतलब नलशे पर 1सेमी., िास्ति में 50 डकमीको दशााता है। अतिः 
2 सेमी., 50x2=100 डकमी. को तर्ा 4 सेमी., 50x4=200 डकमी. को दशााएगा।  

 

लया आपका रोडहत की बात ठीक लगी? यहाुँ स्केल गिुक डकतना है? दोस्तों से चचाा करें। 

 

सोचें एिूं चचाा करें 
(1) आप अपने गाुँि का नलशा बनाने के तलए लया पमैाना लेना चाहेंगे?लयों? 

(2) (i) आपको अपनी डकताब में बने भारत के नलशे (20सेमी.×20सेंमी.) को दीिार (3मी.×2मी) 
 पर बनाना है। लया आप स्केलगिुक 1मी.=12सेमी. लेकर यह बना सकते हैं ? 

 (ii) यडद नहीूं तो लयों? 

        (iii) स्केलगिुक अतधकतम डकतना तलया िाए ताडक नलशा 6मी.×4मी. दीिार पर बनाया िा सके ? 

अपनी तहसील ि णिले के नलसों को बनाने मे आप कौनसा स्केल लेगे औरलयों? 

1. खेत के नलशे को 1 सेमी.: 10 मी. स्केल डकया गया है। नलशे में खेत का माप 3 सेमी.× 4 सेमी. है। खेत 
का िास्तविक के्षत्रफल िगामी. में ज्ञात कीणिए?  
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2. आपके पास 3600 िगा सेमी. के्षत्रफल की िगााकार पेंडटूंग है। स्केल गिुक 0.1 लेते हुए पेंडटूंग को स्केल 
करें। स्केतलूंग करने के बाद भिुा की माप ज्ञात कीणिए? 

3. डकसी शहर के नलशे में रेलिे स्टेशन से एयरपोटा (हिाई अड्डा) की द री 3 सेमी. है। यडद नलशे का पमैाना 
2 सेमी.: 7 डकमी. है तो रेलिे स्टेशन से एयरपोटा की िास्तविक द री डकमी. में लया होगी? 

िगा, ितृ्त, समाूंतर चतुभुाि 

इस भाग में हम िगा, ितृ्त, समाूंतर चतभुुाि औरवत्रभुि िैसी आकृततयों में 
समरूपता पर चचाा  करेगे। यहाुँ आकृतत- 4 में दो िगा डदए गए हैं णिनकी 
भुिाएुँ क्रमशिः 1 सेमी. और 3 सेमी. हैं। लया दोनों िगा समरूप हैं? 

च ुँडक िगा के प्रत्येक कोि का माप 900 होता है और इनके कोि बराबर एिूं 
हरेक की चारों भिुाएुँ समान होती हैं, अतिः दोनों िगो की सभी भुिाएुँ 
समानपुाततक भी होंगी। अतिः दोनों िगा समरूप हैं। अब हम देखते हैं डक िगा ABCD की प्रत्येक भुिा को तीन गनुा 
बढ़ाने पर िगा PQRS तमलता है। यानी स्केल गिुक 3 है।  

अब आकृतत- 5  में दो ितृ्त हैं। एक ितृ्त की वत्रज्या 1 सेमी. और द सरे ितृ्त की वत्रज्या 3 सेमी. है। लया दोनों ितृ्त 
समरुप हैं?  

हम 1 सेमी. वत्रज्या के ितृ्त को बड़ा करके 3 सेमी. का ितृ्त बना सकते हैं। या 3 सेमीवत्रज्या के ितृ्त के आकार 
(साइि) को घटाकर 1 सेमी. वत्रज्या का ितृ्त बना सकते हैं। अतिः हम कह सकते हैं डक दोनों ितृ्त समरूप हैं।  

कॉपी में अलग-अलग वत्रज्या के ितृ्त बनाइए और पता कीणिए डक िे समरुप हैं या नहीूं। 
 

सोचें एिूं चचाा करें 
(i) लया सभी िगा समरुप होते हैं? 

(ii) लया सभी ितृ्त समरुप होते हैं? 

अरय आकृततयों में समरूपता: 

ितृ्त ि िगा विशेष तरह की आकृततयाुँ हैं, इरहे केिल एक अियि भुिा, वत्रज्या द्वारा तनधााररत डकया िा सकता है। 
स्केतलूंग करते समय आकृतत के रूप को बरकरार रखना होता है। िहाुँ इनके तलए समरूपता के गिु मौि द हैं। 
अरय आकृततयों में ऐसा नहीूं है। अलग-अलग प्रकार 

की आकृततयों के तलए समरूपता िाुँचने के मापदण्ड  अलग-अलग होंगे। तो डफर हमें कैसे पता चले डक कोंईदो 
आकृततयाुँ समरूप हैं अर्िा नहीूं। इसी के तलए समरूप आकृततयों की कुछ विशेषताएुँ तनधााररत करना उपयोगी 
है। 
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बहुभुिों में समरूपता: 

दो बहुभिुों के समरूप होने का अर्ा है डक यडद उरहें एक तनणश्चत स्केल गिुक से बड़ा अर्िा छोटा डकया िाए, 

णिससे उनकी सभी सूंगत भिुाएुँ एक ही अनपुात में बड़ी अर्िा छोटी (स्केल) हों, तो िे दोनों समरूप होंगे। 
अतिः बहुभिुो में समरूपता के तलए सभी सूंगत कोिों का बराबर होना तर्ा सभी सूंगत भुिाओूं का एक ही 
अनपुात में होना आिश्यक है । 

अब हम आयत और वत्रभुि में समरुपता को समिेंगे और समरूपता 
िाुँचने के तरीके पर बात करेंगे। 

 

आयत में समरुपता कैसे िाूंचे ? 

 

ग्राफ पर बने आयत के तचत्रों को देणखए(आकृतत-7)। यडद आयत ABCD 
म ल आकृतत है तो लया आयत PQRS और आयत LMNO, म ल आकृतत 
के समरूप है? देखने पर तो यह आकृततयाुँ समरूप डदखती हैं पररतु 
िास्ति में यह समरूप हैं या नहीूं, हमें पता करना होगा।  

आयत के प्रत्येक कोि का माप  900 होता है । अर्ाात सभी आयतों के कोि बराबर होंगे। च ुँडक आयत में 
आमने-सामने की भुिाएुँ बराबर होती हैं। अतिः आयत में समरूपता िाुँचने के तलए हमें चारों भुिाओूं की नहीूं 
बणल्क दो सूंलग्न भिुाओूं के अनपुात पता करने की िरूरत होती है । आकृतत-7 देखकर नीचे बनी तातलका प री 
कीणिए  

तातलका-1 

 

 

  

  

  

आयत PQRS और 
आयत ABCD की 
सूंगत भुिाओूं का 
अनपुात समान है। यह अनपुात 

 

 

 च ुँडक आयत PQRS और ABCD के सभी सूंगत भुिाओूं का अनपुात बराबर है। यहाुँ स्केल गिुक '2' है। भुिा 
PQ, भुिा AB की दगुनुी है । दोनों आयत समरूप हैं। इसे गणितीय रूप में इस तरह तलखेंगे- आयत ABCD  
आयत PQRS,  िहाुँ समरूपता का तचह्न है। 

 

PQ QR
= =2

AB BC

PQ QR RS SP
= = = =2

AB BC CD DA
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 अब तातलका-2 को देखकर  आयत ABCD और LMNO के बीच तलुना कीणिए । लया आयत ABCD और 
आयत LMNO समरूप हैं?  

यहाुँ एक सूंगत भिुा का अनपुात 1.5 है और द सरी सूंगत भिुा का अनपुात 1.75 है।  

च ुँडक सूंगत भुिाएुँ समानपुाततक नहीूं हैं। इसतलए आयत ABCD और आयत LMNO समरूप नहीूं हैं । 

 

 

वबरद ुL और M, और  पर णस्र्त हैं। 

     यडद  

है तो हम कहते हैं डक  और L और M द्वारा समानपुाततक रूप से विभाणित हैं। इस तनयम का 
उपयोग हम वत्रभुिों की समरूपता को परखने के तलए करेंगे 

 

प्रमेय 1:-यडद डकसी वत्रभिु की एक भुिा के समाूंतर बाकी दो भुिाओूं को तभरन-तभरन वबूंदओुूं पर प्रततच्छेद 
करती हुई एक रेखा खीूंची िाए, तो यह रेखा  उन दोनों भुिाओूं को एक ही अनपुात में विभाणित करती है। 

उपपवत्त  :हमें एक वत्रभिु ABC  डदया है, णिसमें भुिा BC के समाूंतर खीूंची गई एक रेखा 
अरय दो भुिाओूं AB  और AC  को क्रमशिः D और E पर काटती है। 

 हमें तसद्ध करना है डक      
 B को E से तर्ा C को D से तमलाइए तर्ा DM AC एिूं ENAB खीूंतचए । 

AB CD

AL CM
=

LB MD

AB CD

AD AE
=

DB EC
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 च ुँडक ADE का के्षत्रफल =   आधार  ऊुँ चाई  

     = AD EN 

ADE के के्षत्रफल को ar (ADE) से भी व्यक्त डकया िाता है।  

 अतिः   ar (ADE) ¾ 
1

2
 AD  EN 

 तर्ा                      ar (BDE) ¾ 
1

2
DB  EN  

इसी प्रकार            ar (ADE) ¾ 
1

2
AE  DM rFkk ar (DEC) ¾ 

1

2
EC  DM       

 

 अतिः   …………. (1) 

 

 तर्ा   ...............(2) 

ध्यान दीणिए डक BDE और DEC एक ही आधार DE तर्ा समाूंतर रेखाओूं BC और DE के बीच बने दो 
वत्रभुि हैं। 
 

 अतिः ar(BDE) = ar(DEC)    ............... (3) 

 

इसतलए (1), (2) और (3), से  

   (यह आधारभ त समानपुाततक प्रमेय है)  

 

इस प्रमेय का विलोम भी तसद्ध डकया िा सकता है । आइए देखें- 
प्रमेय 2:- यडद एक रेखा डकसी वत्रभुि की दो भुिाओूं को एक ही अनपुात में विभाणित करे, तो िह तीसरी भुिा 
के समाूंतर होती है। 

उपपवत्त : इस प्रमेय को तसद्ध करने के तलए हम एक रेखा च्फए इस प्रकार लें डक  
   और इसके विपरीत यह बात माने डक PQ भुिा BC के समाूंतर   
 नहीूं है।  

 अब यडद PQ भुिा BC के समाूंतर नहीूं है, तो BC के समाूंतर कोई द सरी रेखा   
 होगी। मान लें रेखा PQ िह रेखा है िो BC के समाूंतर है।  

 अतिः        होगा (आधारभ त समानपुाततक प्रमेय से) 

1

2  

1

2  

 

 

   

1
AD×EN

ar(ADE) AD2= =
1ar(BDE) DB

DB×EN
2





1
AE×DM

ar(ADE) AE2= =
1ar(DEC) EC

EC×DM
2





AD AE
=

DB EC

AP AQ
=

PB QC

AP AQ
=

PB QC
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 पर,              है।  

 इसतलए   

दोनो पक्षों में 1 िोड़ने पर 
  

  
 

              

             अतिः   

  

       
लेडकन ऐसा तभी सूंभि होगा िब Q एिूं Q' एक ही वबूंद ुहो 
 इसतलए PQ || BC है। 
आइए, इन प्रमेयों पर आधाररत कुछ उदाहरि देखते हैं- 
उदाहरििः-1. यडद कोई रेखा ABC की भुिाओूं AB और AC को क्रमशिः D और E पर प्रततच्छेद करे तर्ा 

भुिा BC के समाूंतर हो, तो तसद्ध कीणिए डक ।  

हलिः-  DE ||  BC (डदया है) 
 

अतिः     

      अर्ाात ्   

 या   

 या   

 या   

 अतिः    

 

AP AQ
=

PB QC

AQ AQ'
=

QC Q'C

'

'

AQ AQ
+1= +1

QC Q C

' '

'

AQ+QC AQ +Q C
=

QC Q C

'

AC AC
=

QC Q C


'QC=QC

AD AE
=

AB AC

AD AE
=

DB EC

DB EC
=

AD AE

DB EC
+1= +1

AD AE

DB+AD EC+AE
=

AD AE

AB AC
=

AD AE

AD AE
=

AB AC
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उदाहरििः-2. QRST एक समलूंब चतुभुाि है णिसमें QR  TS है। असमाूंतर भिुाओूं QT और RS पर 
क्रमशिः वबरद ुE और F इस प्रकार णस्र्त हैं डक EF भुिा QR के समाूंतर 

है। दशााइए डक   है। 

 

हलिः- Q को S से तमलाइए िो EF को वबूंद ुG पर प्रततच्छेद करे। 

   QR  TS और EF  QR (डदया है) आकृतत-10 (ii) 

इसतलए EF  TS (एक ही रेखा के समाूंतर रेखाएुँ परस्पर समाूंतर होती 
हैं)।  

अब QTS  में EG  TS (लयोंडक EF  TS)  

अतिः      ...... (1) 

इसी प्रकार SQR में  

अर्ाात ् ..... (2) 

समी. (1) और (2) से  

    

प्रश्नािली  - 2 
1.     एक ितृ्ताकार मैदान की वत्रज्या 52 मीटर है। इस मैदान का नलशा कागि पर बनाइए णिसमें पमैाना 13 
मीटर: 1 सेमी. हो। नलशे में मैदान की वत्रज्या लया होगी? 

2.       डकसी आयत की दो आसरन भुिाओूं की माप क्रमशिः 5 सेमी. और 7.5 सेमी. है। तनम्न स्केल गिुक   
मानते हुए नए आयतों की भिुाओूं की माप और के्षत्रफल पता कीणिए- 

            (i) .08 

           (ii)  1.2 

           (iii) 1.0 

 स्केल गिुक ’1’ मानने पर तमला आयत लया िास्तविक आयत के सिाांगसम है? 

3. आकृतत-12 (i) में तब तनम्नतलणखत का मान पता 
कीणिए। 

 (i)    (ii)                       

 (iii)  

QE RF
=

ET FS

QE QG
=

ET GS

GS FS
=

QG RF

QG RF
=

GS FS

QE RF
=

ET FS

MN ST

TN

NR

TR

NR

TN

RT
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4. आधारभ त समानपुाततक प्रमेय (Basic proportionality theorem) का उपयोग करते हुए तसद्ध कीणिए 
डक एक वत्रभुि की एक भिुा के मध्य-वबरद ुसे होकर द सरी भुिा के समाूंतर खीूंची गई रेखा तीसरी भिुा को 
समडद्वभाणित करती है। 

5. आकृतत में   और  है। 

 तसद्ध कीणिए डक   है। आकृतत-12 (ii)    

6    डकसी PQR की भुिाओूं PQ और PR पर क्रमशिः वबूंद ुE और F णस्र्त 
हैं। तनम्नतलणखत में से प्रत्येक णस्र्तत के तलए बताइए डक लया  हैिः  

(i) PE = 3.9 सेमी -, EQ = 3 सेमी. PF= 3.6 सेमी. और    
               FR=2.4 सेमी. 
(ii) PE = 4 सेमी. QE = 4.5 सेमी. PF = 8 सेमी. और RF = 9  

               सेमी. 
(iii) PQ = 1.28 सेमी -, PR = 2.56 सेमी -, PE = 0.18 सेमी -  
      और    PF = 0.36 सेमी -. 
 

7. आकृतत-12 (iii) में     और    है। 

 दशााइए डक     है। 
 

8. आकृतत-12 (iv) में OP, OQ और OR पर क्रमशिः तीन वबरद ुA B और C इस 
प्रकार णस्र्त हैं डक       और       है। दशााइए डक     
है। 

 

सूंकेत:- णिन सिालों में आिश्यकता हो तचत्र बनाकर हल करें। इससे आसानी होगी। 
समाूंतर चतुभुाि में समरूपता:-  

लया आयतों की समरूपता की कसौडटयाुँ समाूंतर चतुभुािों में समरूपता िाुँचने के तलए  पयााप्त 
होंगी? िाडहर है डक यह पयााप्त नहीूं है लयोंडक समाूंतर चतभुुािों के कोि बराबर नहीूं होते। अतिः 
हम एक और प्रमेय तक पहुुँचते हैं। 

प्रमेय 3:-  यडद दो समाूंतर चतभुुाि में सूंगत कोि बराबर हों, तो उनकी सभी सूंगत भुिाएुँ एक 
ही अनपुात में (समानपुाती) होती हैं, अतिः ऐसे समाूंतर चतभुुाि समरूप होते हैं। 

उपपवत्त:- प्रमेय के कर्नानसुार ऐसे दो समाूंतर चतभुुाि ABCD और PQRS लें 

   िहाुँ,   

 और    (आकृतत-13 (i) (ii)) 

DF AE DE AC

BF BE
=

FE EC

EF QR

DE OQ DF OR

EF QR

AB PQ AC PR BC QR

C= R D= S
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 समाूंतर चतभुुाि PQRS में S को Q से तमलाइए तर्ा PS और SR पर दो वबूंद ुक्रमशिः A तर्ा C इस प्रकार 
लीणिए डक 

  
    

 तर्ा DAB = SA’B’डफर B’ को C’ से तमलाइए।  

 अब PSQ और    में    (डदया है) 
  (PQ और AB को ततयाक रेखा PS प्रततच्छेद करती है एिूं इससे बने सूंगत कोि बराबर हैं।) 
 अब  में  , तो आधारभ त समानपुाततक प्रमेय से 

   होगा (लयों?)                        

  होगा (लयों?)   ............(1) 

 इसी प्रकार  में भी  

 या  (लयों?)    ...........(2)  

 (1) और (2) से  

  (लयों?) 

 अतिः यडद हम यह मानें डक दो समाूंतर चतुभुाि के सूंगत कोि बराबर हैं, तो हम पाते हैं डक उनकी चारों 
सूंगत भुिाएुँ समानपुाततक होंगी। 
 लया इसका विलोम भी सत्य होगा? 

प्रमेय 4:- यडद दो समाूंतर चतुभुाि में सूंगत भिुाएुँ समानपुाततक तर्ा उनके सूंगत कोि बराबर हों तो िे समाूंतर 
चतभुुाि समरूप होंगे । 

उपपवत्तिः- यह कर्न स्ियूं तसद्ध कीणिए। 

तनष्कषा:- 

ऊपर तलखे गए दोनों प्रमेयों से यह तनष्कषा तनकाल सकते हैं डक दोनों कसौडटयाुँ अर्ाात (i) सूंगत कोि बराबर 
हों (ii) सूंगत भुिाएुँ एक ही अनपुात में हों, में से केिल डकसी एक का सूंतुष्ट होना पयााप्त है। समाूंतर चतभुुाि में 
समरूपता के तलए दोनों कसौडटयों की आिश्यकता नहीूं होती लयोंडक एक से स्ितिः द सरी कसौटी प्राप्त हो िाती 
है।  

इसी तरह अरय बहुभुिों के िोड़ों (समलम्ब चतुभुाि, सम चतभुुाि, पूंचभिु आडद) में समरूपता को िाुँचा िा 
सकता है । 

AD=A'S, DC=SC'

 A'B' PQ

PSQ A'B' PQ SR

PS PQ QS
= =

A'S A'B' B'S

PS PQ QS
= =

AD AB B'S

SQR

SR QR QS
= =

SC' B'C' B'S

SR QR QS
= =

CD BC B'S

PQ QR SR PS
= = =

AB BC CD AD
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करके देखें 
 

 

 

 

 

 

लया सिाांगसम आकृततयाुँ समरूप भी होती हैं ? 

आइए, समरूपता और सिाांगसमता में सूंबूंध समिते हैं। 

दो चतभुुाि EFGH ि WXYZ सिाांगसम हैं अर्ाात EFGH = WXYZ इसतलए इनकी सूंगत आसरन भुिाओूं की माप ि 
सूंगत कोि बराबर होंगे । 

 

 EF = WX, FG = XY, GH = YZ vkSj HE = ZW   

या और  

 

 

स्पष्टतिः दोनों चतुभुािों की भुिाएुँ समानपुाततक हैं इसतलए ये चतुभुाि समरूप होंगे। अर्ाात सिाांगसमता में 
समरूपता की दोनों िरूरतें प री होती हैं। 

सोचें एिूं चचाा करें  

लया सभी समरूप आकृततयाुँ सिाांगसम भी होती हैं। कारि सडहत समिाएुँ। 

समरूप आकृततयों के पररमाप में सूंबूंध 

यडद दो आकृततयाुँ समरूप हों, तो लया हम उन आकृततयों के पररमाप में सूंबूंध बता सकते हैं? माना हमें दो समरूप 
बहुभुि डदए हैं, णिनके स्केल गिुक उ है। समरूपता की कसौटी के अनसुार- 

     (सूंगत भुिाएुँ समानपुाततक हैं) ................(1) 

AB = mPQ .............. (2) 

BC = mQR  ............. (3)  

CD = mRS  ............... (4) 

vkSj DA = mSP ...............          (5) 

आइए इनके पररमाप पता करते हैं- 
बहुभुि ABCD का पररमाप  = AB + BC + CD + DA  ................ (6)  

EF FG GH
1, 1, 1

WX XY YZ

HE
1

ZW

EF FG GH HF
1

WX XY YZ ZW

AB BC CD DA

PQ QR RS SP
m
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तर्ा बहुभुि PQRS का पररमाप PQ + QR + RS + SP ................ (7) 

(6) ि (7) से 

  
 

(2), (3), (4) और (5) से- 

   
 

¼2½] ¼3½] ¼4½ vkSj ¼5½ ls& 

 

  

    ¼1½ ls 

 

 

अर्ाात ्डकरहीूं दो समरूप बहुभुिों के पररमाप का अनपुात, उनकी सूंगत   

भुिाओूं के अनपुात और स्केल गिुक के बराबर होता है। 
 

उदाहरििः-3     .दी गई आकृतत में यडद चतभुुाि ABCD ~  चतभुुाि PQRS है तो- 

(i) स्केल गिुक लया होगा?  (चतुभुाि ABCD का चतभुुाि PQRS से ) 
(ii) x, y और z का मान ज्ञात कीणिए ।  

          (iii)  चतभुुाि ABCD का पररमाप डकतना है| 
        (iv) दोनों चतभुुािों के पररमापों का अनपुात लया होगा| 
 

 gy%&        (i)  सूंगत भुिाओूं का अनपुात है-  

     (स्केल गिुक) 
(i i ) च ुँडक  डदए गए दोनों चतभुुाि समरूप हैं अतिः उनकी सूंगत भुिाएुँ 
समानपुाततक होंगी-  

  

 

   

      x = 14 

  तर्ा   

         

cgqHkqt  dk ifjekiABCD

cgqHkqt  dk ifjekiPQRS

AB BC CD DA

PQ QR RS SP

  

  

cgqHkqt  dk ifjekiABCD

cgqHkqt  dk ifjekiPQRS

m(PQ QR RS SP)

(PQ QR RS SP)

  

  

cgqHkqt  dk ifjekiABCD

cgqHkqt  dk ifjekiPQRS

m(PQ QR RS SP)

(PQ QR RS SP)

  

  

cgqHkqt  dk ifjekiABCD

cgqHkqt  dk ifjekiPQRS

AB BC CD DA

PQ QR RS SP

CD 20 2
= =

RS 30 3

CD AB
=

RS PQ

2

3 21

x

CD BC
=

RS QR

2 8

3 y
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        y = 12 

    

    

    z = 15 

       (i i i ) चतभुुाि  ABCD का पररमाप डकतना है|   

10 $ 20 $ 8 $ 14 ¾ 52 इकाई 
 

(iv) दोनों चतभुुािों को पररमाप का अनपुात होगा- 

   िो डक स्केल गिुक के बराबर है। 
 

 

प्रश्नािली-3 
1 डदए गए तचत्र में  बहुभुि समरूप हैं तो तनम्न के मान ज्ञात कीणिए। 
 (i) OP    

 (ii) EA            
 (iii) m OPL   
 (iv) m LMN 

 (v)           बहुभुि DEABC ? 

 (v)      बहुभिु BCDEA  बहुभिु NOPLM,कर्न ठीक नहीूं तलखा है। इसे ठीक करके तलखें।  
2 तचत्र (i) के वत्रभुि और (ii) के समाूंतर चतुभुाि समरूप हैं तो x और y का मान पता कीणिए। 
 

 

CD AD

RS PS

2 10

3 z

prqHkqZt  dk ifjekiABCD

prqHkqZt  dk ifjekiPQRS

2

3
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3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. एक 
चतभुुाि की भुिाओूं की माप 4 सेमी, 6 सेमी, 6 सेमी ि 8 सेमी. है। द सरा चतभुुाि, िो पहले चतभुुाि के समरूप 
है, उसकी भुिाओूं की माप 6 सेमी., 9 सेमी., 9 सेमी. और 12 सेमी. है।  
 (i) स्केल गिुक लया होगा?  द सरे चतभुुाि का पहले चतुभुाि से)  

 (ii)          दोनों चतुभुािों के पररमाप ज्ञात कीणिए। 
 (iii) इनके पररमापों का अनपुात लया है 
  (द सरे चतुभुाि का पहले चतुभुाि से)   
 

5. तनम्नतलणखत के तलए उदाहरि दें एिूं उनके कारि तलणखए । 
(i)  यडद दो बहुभिु सिाांगसम हैं तो िे समरूप होंगे ही। 
(ii) यडद दो बहुभिु समरूप हैं’, तो िरूरी नहीूं डक िे सिाांगसम हों। 
(iii)         ऐसे ही तीन और कर्न सोच कर तलखें।  

 

 

वत्रभुिों में समरूपता कैसे िाुँचें? 
अभी तक हमने देखा डक कोई भी दो वत्रभिु PQR और XYZ को समरूप तसद्ध करने 
के तलए दो कसौडटयाुँ हैं।  
(i)  सूंगत कोि बराबर हों                 
 

  ÐP = X, Q = Y, R =Ð 

(ii)     सूंगत भिुाओूं के अनपुात समान हों (समानपुाततक हों) 

                            
 तब PQR XYZ होंगे। 
इनमें से कोई भी एक प री होने पर हम कह सकते हैं डक दोनों वत्रभुि समरूप 
हैं।  
 

PQ QR RP
= =

XY YZ ZX
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कोि-कोि-कोि ( AAA ) समरूपता कसौटी – 
यडद दो वत्रभिुों में सूंगत कोि बराबर हों, तो उनकी सूंगत भुिाएुँ एक ही अनपुात में (समानपुाती) होती हैं और 
इसीतलए ये वत्रभिु समरूप होते हैं। इस कसौटी को दो वत्रभिुों की समरूपता की कोि-कोि-कोि ;।।।द्ध कसौटी 
कहा िाता है। 

      आइए देखें डक इन कसौडटयों को प रा करने के तलए रय नतम कौन सी शतें ढ ुँढ़ी िा सकती हैं। कोि-कोि 
(AA) समरूपता : यडद एक वत्रभिु के दो कोि एक अरय वत्रभुि के क्रमशिः दो कोिों के बराबर हों, तो िे दोनों 
वत्रभुि समरूप होते हैं।  
यह वत्रभुिों की समरूपता की कोि-कोि कसौटी है।  
इस कसौटी का उपयोग कर हम दो अरय कसौडटयाुँ  SAS और SSS को गणितीय रूप से (प्रमेय) तसद्ध करेंगे।  

प्रमेय 5-   SAS (भुिा-कोि-भुिा) समरूपता प्रमेय: यडद एक वत्रभुि का एक कोि, द सरे वत्रभुि के एक 
कोि के बराबर हो तर्ा इन कोिों को अूंतगात करने िाली भुिाएुँ समानपुाती हों, तो दोनों वत्रभुि समरूप होते 
हैं।  

उपपवत्त: इस प्रमेय को तसद्ध करने के तलए हम दो ऐसे वत्रभिु ABC और DEF लेंगे णिनमें 

   (<1) ;kuh DE cM+k gS AB Lks rFkk A = D  gksA 

 

 

 

DEF में DE तर्ा DF पर क्रमशिः दो वबूंद ुP  ि Q  इस प्रकार लेते हैं डक DP = AB  और DQ = AC  
अब P से Q को तमलाइए । 

                       
 

 (आधारभ त समानपुाततक प्रमेय से) 
अतिः  ÐP = E  vkSj Q = F (लयों?)             
यहाुँ      ABC DPQ  

 (AB = DP; AC = DQ और  
 BAC = PDQ) 

 B = E  vkSj C = F 

 कोि-कोि समरूपता के अनसुार ABC  और DEF  समरूप वत्रभुि हैं।  
 यानी ABC DEF 

प्रमेय 6 :- SSS(भुिा-भुिा-भुिा) समरूपता प्रमेय: यडद दो वत्रभुिों में एक वत्रभुि की भिुाएुँ द सरे वत्रभिु 
की भिुाओूं के समानपुाती gkas तो िे nksuka वत्रभुि समरूप होते हैं। 

उपपवत्त: इस प्रमेय को तसद्ध करने के तलए ऐसे दो वत्रभुि ABC और   
         DEF लेते हैं णिनमें  

AB AC
=

DE DF

DP DQ

DE DF

AB AC

DE DF

PQ EF
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  हों।                    
 

 DEF में DE तर्ा DF पर क्रमशिः दो वबूंद ुP ि Q इस प्रकार लेते हैं डक DP  

                       = AB और DQ = AC तर्ा P ls Q dks feykb,A 

 

 यहाुँ   ( और DP = AB, DQ = AC है½ 
   (     (लयों?)  (प्रमेय 2)                   
 अतिः ÐP = E  और Q = F   
   DEF   DPQ (कोि कोि समरूपता ) 
  हम िानते हैं डक ABC DPQ (डदए हुए पद ि रचना से) 
          A = D,  B = E और C = F  
यातन ABC   DEF  (कोि-कोि समरूपता अतभधारिा से) 
 

 

 

उदाहरििः- 4. यडद  है तो तसद्ध कीणिए डक  

 POQ  SOR है। (आकृतत 19)                         

हलिः-  (डदया है) 

    ÐP = S (एकाूंतर कोि) 
और ÐQ = R  (एकाूंतर कोि) 
सार् ही ÐPOQ = SOR  (शीषाातभमुख कोि) 
 POQ   SOR (कोि-कोि-कोि समरूपता कसौटी) 
 

उदाहरििः-5 एक लड़की णिसकी ऊुँ चाई 90 सेमी. है, एक लमै्पपोस्ट णिस पर 3.6 मीटर ऊुँ चाई पर बल्ब लगा 
है, से 1.2 मी. प्रतत सेकूं ड की चाल से द र िा रही है। 4 सेकूं ड बाद उस लड़की की परछाई की लूंबाई ज्ञात 
कीणिए।  

हलिः- माना लैम्पपोस्ट के बल्ब की ऊुँ चाई AB  तर्ा लड़की की ऊुँ चाई CD है। तचत्र में आप देख सकते हैं डक 
लड़की की परछाई DE है। 

 माना DE = x मी                         
 च ुँडक द री  = चाल  x समय 
 इसतलए BD = 1.2   4  = 4.8 eh- 

 ABE और CDE esa] 

 B = D  (प्रत्येक 90º है  लैम्पपोस्ट और लड़की भ तम से 
ऊध्िााधर हैं) 

AB BC CA

DE EF FD

DP DQ

DE DF

AB CA

DE FD

PQ EF

PQ RS

PQ RS
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   E = E  (उभयतनष्ठ कोि) 
 अतिः ABE  CDE  (कोि-कोि समरूपता कसौटी) 

 इसतलए                (समरूप वत्रभिुों की सूंगत भिुाएुँ) 

    (च ुँडक 1 मी.  =  100 सेमी.) 
   4.8 + x = 4x 

       3x = 4.8 

      x = 1.6 

 अतिः 4 सेकूं ड चलने के बाद लड़की की परछाई की लूंबाई 1.6 मी. है। 
  

 

                            करके देखें 
1. इन वत्रभुिों मै समरूपता की िाूंच कीणिए और बताइए की कौनसी कसौटी का उपयोग हुआ | 

 

 

(i)      YXNऔर XNZ          (ii)                 OABऔर OKT  

(iii)   ADCऔर ACB           (iv)                CED और  PRQ 

 

  

 

समरूप वत्रभुिों के क्षेत्रफलों में सूंबूंध 

 हमने देखा डक समरूप बहुभुिों के पररमाप का अनपुात इनकी सूंगत भुिाओूं के अनपुात के बराबर होता है। तब 
दो वत्रभुि ABC तर्ा PQR मै  

 

  

या     

लया इन वत्रभुिों के के्षत्रफलों के अनपुात और इनकी सूंगत भुिाओूं के अनपुात में कोई सूंबूंध है? 

इस सूंबूंध को अगले प्रमेय में देखेंगेेे। 

BE AB
=

DE CD

4.8 3.6

0.9

x

x




ABC AB BC CA

PQR PQ QR RP

dk ifjeki

dk ifjeki

AB BC CA AB BC CA

PQ QR RP PQ QR RP
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प्रमेय 7:- दो समरूप वत्रभिुों के के्षत्रफलों का अनपुात इनकी सूंगत भुिाओूं के अनपुात के िगा के बराबर होता 
है। 

उपपवत्त: हमें दो वत्रभिु ABC और PQR ऐसे डदए हैं डक  ABC   PQR है। 
 

 

हमें सीद्ध करना है डक                                              

  

 

 

दोनों वत्रभिुों के चेत्रफल पता करने के तलए हम इनके तशश्लुाम्ब क्रमश AM और 
PN खीचतें है| 
 अब   और 
 

 

 

  

   ------------- ¼1½ 

अब ABM  और  PQN म ैsa] 
 B = Q  (ABC   PQR )   

M = N   (प्रत्येक कोि 900 का है) 
  ABM   PQN   (कोि कोि समरूपता आतभधारना ) 
  

..........(2) इसतलए  
  

हम िानते है   

 ABC   PQR (डदया है) 

  - ------------- ¼3½ 

  सामीकारि (i ) ि (i i )  से 

  

 अतिः सामी (2)  से 

2 2 2
ar ABC AB BC CA

ar PQR PQ QR RP

( )

( )

1
ar PQR QR PN

2
( )

1
BC AM

ar ABC BC AM2
1ar PQR QR PN

QR PN
2

( )

( )

AB BC CA

PQ QR RP

ar ABC AB AM

ar PQR PQ PN

( )

( )

AM AB

PN PQ

1
ar ABC BC AM

2
( )
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      s  अतिः सामी (3)  से  

 

 

 

 

                                    djds ns[kas 

1.यडद दो समरूप वत्रभुिों के के्षत्रफल का अनपुात 25:9 है। तो उनके सूंगत भुिाओूं का अनपुात लया होगा? 

2.वत्रभुि TFR और वत्रभुि SPM समरूप हैं, णिनका स्केल गिुक 7 रू 4 है। इनके के्षत्रफलों का अनपुात लया 
होगा? 

3.PQR   XYZ है, िहाुँ PQ = 3XY है। 
इनके के्षत्रफलों का अनपुात लया होगा?   

 

प्रश्नािली-4 

1 .  ABCD एक समाूंतर चतभुुाि है। x  और y  का मान पता कीणिए।  
      

2  .एक समलूंब चतभुुाि ABCD णिसमें AB || DC है, के विकिा परस्पर 
वबूंद ुO पर प्रततच्छेद करते हैं। यडद AB = 2 CD हो तो वत्रभुि AOB 
और COD के के्षत्रफल का अनपुात ज्ञात कीणिए। 
 

3.  तचत्र में यडद IV = 36 मीटर, VE = 20 मीटर और EB = 15 मीटर डदया है तो नदी 
की चौड़ाई (RI) डकतनी होगी?   

 

4.  यडद दो समरूप वत्रभुिों के के्षत्रफल बराबर हों तो तसद्ध कीणिए डक िे वत्रभुि सिाांगसम होते हैं। 
 

5.  तसद्ध कीणिए डक दो समरूप वत्रभुिों के के्षत्रफलों का अनपुात उनकी सूंगत माणध्यकाओूं के अनपुात का िगा 
होता है।   
                                                                                       

6.  शाडहद एक [kaHk की लूंबाई का अनमुान लगाते समय इस प्रकार खड़ा होता है डक 
उसके तसर H की छाया ि खूंभे के तशखर Q की छाया एक ही वबूंद ुD पर पड़ती है। 
यडद DE=1.6 मीटर और DF= 4.4 मीटर हो तो खूंभेेे की लूंबाई लया होगी, िबडक 
शाडहद की लूंबाई 1.2 मीटर है? 

7. (i)        तचत्र में कौन से दो वत्रभुि, ABC  के समरूप है? नाम तलणखए।  
     (ii)        x और y का मान लया होगा? 

8.   ABC और BDE दो समबाहु वत्रभुि इस प्रकार है डक D भुिा BC का मध्य   

2

ar ABC AB AB AB

ar PQR PQ PQ PQ

( )

( )

2 2 2
ar ABC AB BC CA

ar PQR PQ QR RP
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     वबूंद ुहै। वत्रभुिों ABC और BDE के के्षत्रफलों का अनपुात है- 
(i)  2:1   (ii)       1:2 (iii)       4:1 (iv)        1:4  

9.   दो समरूप वत्रभिुों में 9ar (ABC) = 16ar (PQR) gS rks  dk eku gksxk& 

           (i)        4:3   (ii)        16:3  (iii)       3:4  (iv)  9:4  

 

 

पाइर्ागोरस प्रमेय  

आपने वपछली कक्षाओूं में पाइर्ागोरस प्रमेय की मदद से कई प्रश्न हल डकए हैं ि गततवितधयों के द्वारा इस प्रमेय 
का सत्यापन भी डकया है। लया वत्रभुिों में समरूपता की अिधारिा का उपयोग करके पाइर्ागोरस प्रमेय तसद्ध 
कर सकते हैं ? आइए देखें। 

प्रमेय 8:- यडद डकसी समकोि वत्रभुि के समकोि िाले शीषा से किा पर लूंब डाला िाए तो इस लूंब के दोनों 
ओर बने वत्रभुि सूंप िा वत्रभिु के समरूप होते हैं तर्ा परस्पर समरूप होते हैं। 

उपपवत्त:   डदया है: एक ABC है णिसका कोि B समकोि है तर्ा BD किा AC पर लूंब है।  

हमें तसद्ध करना है डक 

(i)      

(ii)     

(iii)    

हम देख सकते हैं डक ADB और ABC में 

  A = A (उभयतनष्ठ कोि) 

  ADB = ABC (दोनों 90ह् के कोि है) 

 ADB   ABC (कैसे?)   ....... (1) 

 इसी प्रकार BDC और ABC में 

  C = C और BDC = ABC (लयों?)  

  इसतलए BDC   ABC ....... (2) 

 (1) और (2) से हमें तमलता है- 

  ADB   BDC  ....... (3) 

(यडद कोई दो वत्रभिु डकसी तीसरे वत्रभिु के समरूप हो, तो िे दोनों वत्रभिु भी आपस में समरूप होंगे।) 

अब हम इस प्रमेय का उपयोग करके, पाइर्ागोरस प्रमेय को तसद्ध करेंगे। 

AB

PQ

ADB ABC

BDC ABC

ABD DBC
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प्रमेय 9:- एक समकोि वत्रभिु में किा का िगा शेष दो भुिाओूं के िगों के योग के बराबर होता है। 

उपपवत्त: हमें एक समकोि वत्रभुि ABC डदया गया है णिसका B समकोि है। 

हमूंेे तसद्ध करना है डक AC2 = AB2 + BC2 

इस प्रमेय को तसद्ध करने के तलए रचना की आिश्यकता है इसतलए अब हम वत्रभुि के शीषा B से AC भुिा पर 
BD लूंब खीूंतचए। 

अब ADB o ABC esa                           

 

(उभयतनष्ठ कोि) 

(कोि-कोि समरूपता से) 

(समानुपाततक भिुाएुँ)                                      

या AD. AC = AB2 ............. ¼1½ 

इसी प्रकार BDC   ABC है। 

(समानुपाततक भिुाएुँ) 

या CD. AC = BC2 ............ (2) 

(1) और (2) को िोड़ने पर 

AD. AC + CD. AC = AB2 + BC2 

या            AC (AD + CD) = AB2 + BC2 

या           AC.AC = AB2 + BC2 

या          AC2 = AB2 + BC2 

लया पाइर्ागोरस प्रमये के विलोम को भी तसद्ध डकया िा सकता है? 

प्रमेय 10:- यडद डकसी वत्रभुि की एक भिुा का िगा अरय दो भुिाओूं के िगों के योग के बराबर हो तो पहली भुिा का 
सम्मुख कोि समकोि होता है। 

उपपवत्त:  इसे आप स्ियूं तसद्ध कीणिए ।  

           इन प्रमयेों  पर आधाररत कुछ सिाल करते हैं । 

करके देखें 

एक सीढ़ी डकसी दीिार पर इस प्रकार डटकी हुई है डक तनचला तसरा दीिार से 2.5 मीटर की द री पर है तर्ा इसका ऊपरी 
तसरा भ तम से 6 मीटर की ऊुँ चाई पर बनी एक णखड़की तक पहुुँचता है। सीढ़ी की लूंबाई लया होगी? 

ADB ABC 90

A A

ADB ABC

AD AB

AB AC

CD BC

BC AC
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उदाहरििः-6. तचत्र में AD BC है।  

                    तसद्ध कीणिए डक AB2 +CD2 = BD2 + AC2 है। 

हलिः-  ADC में  

AC2 = AD2 + CD2 (पाइर्ागोरस प्रमये) ............... (1) 

अब ADB में 

AB2 =AD2 + BD2 ............... (2) 

(2) में से (1) को घटाने पर 

  AB2 - AC2 = BD2 - CD2   

 ;k AB2 + CD2 = BD2 + AC2   

उदाहरििः-7.  

BLऔर CMएक समकोि वत्रभुि ABCकी माणध्यकाएुँ है तर्ा वत्रभुि में कोि Aसमकोि है। तसद्ध कीणिए डक 
4 (BL2 + CM2) = 5 BC2  

हलिः-                     ABC  में A = 90º  है तर्ा BL और CM उसकी 
माणध्यकाएुँ हैं। 

            ABC में, BC2 = AB2 + AC2 (लयों?) 

           ABL में, BL2 = AL2 + AB2 

  

         (AC का मध्य वबूंद ुL है) 

   

   ............ (2) 

                    CMA eas] CM2 = AC2 + AM2 

      

   (AB का मध्य वबूंद ुM है) 

   4 CM2 = 4 AC2 + AB2    ............ (3) 

 (2) और (3) को िोड़ने पर  

2

2 2AC
BL AB

2

2
2 2AC

BL AB
4

2 2 24BL AC 4AB

2

2 2 AB
CM AC

2
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   4 (BL2 + CM2) = 5 (AC2 + AB2)  

 4 (BL2 + CM2) = 5 BC2    (1) से 

 

 

प्रश्नािली-5                                             

1. तनम्नतलणखत आकृततयों का कौन सा यगु्म समरूप नहीूं है और लयों?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. मेघा ने दो समरूप पतूंगें बनाई। बड़ी पतूंग का विकिाए छोटी पतूंग 
के विकिा का 1.5 गनुा है तब 

(i)             स्केल गिुक लया होगा? 

(ii)           बड़ी पतूंग के विकिों की माप ज्ञात कीणिए। िबडक BD = 40 
सेमी.  

                और AC = 68 सेमी. 

 

3. एक समकोि PQR में कोि P समकोि है तर्ा QR पर वबूंद ुM  इस प्रकार णस्र्त है डक PM QR पर 
दशााइए डक PM2 = QM.MR 

4. एक समबाहु वत्रभुि ABC की भुिा 2a है। उसके प्रत्येक शीषालूंब की 
लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

5. ABC एक समडद्वबाहु वत्रभुि है णिसमें C = 90º है। तसद्ध कीणिए AB2 

= 2AC2 है। 

2 2 2 2 2 24BL 4CM AC 4AB 4AC AB
2 2 2 24 BL CM 5AC 5AB
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6. यडद डदए गए तचत्र में  OR' = 2.OR                     

                                                OS' = 2.OS 

                                                OT' = 2.OT 

तसद्ध कीणिए डक RST   R'S'T' 

7. एक वत्रभिु ABC णिसमें C समकोि है। भुिाओूं CA और CB पर क्रमशिः वबूंद ुD और E णस्र्त हैं। तसद्ध 
कीणिए AE2 + BD2 = AB2 + DE2  

 

8. ACB में ACB = 90º  तर्ा CD AB है। तसद्धकीणिए डक  

9. यडद पथृ्िी का व्यास लगभग 8000 मील है, स या का व्यास लगभग 864000 मील है। पथृ्िी और स या की द री 
लगभग 92 तमतलयन मील है।  

यडद कागि पर पथृ्िी को 1 इूंच व्यास के ितृ्त से दशााएुँ तो स या का व्यास और पथृ्िी से स या की द री कागि 
पर डकतनी होगी? ; (1fefy;u = 106 ) 

10.  यडद दो समषट्भुिों के पररमाप का अनपुात 5%4 है तो उनकी भिुाओूं का अनपुात लया होगा? 

 

हमने सीखा 

 

1.  दो समरूप आकृततयों की माप में विशेष अनपुात होता है, णिसे स्केल गिुक (scale factor) कहते हैं। 

2.  दो बहुभिु णिनकी भिुाओूं की सूंख्या समान हों, समरूप होते हैं, यडद 

 (i) उनकी सूंगत भिुाएुँ समानपुाती हों।    

      (ii) उनके सूंगत कोि बराबर हों।  

3.  यडद डकसी वत्रभुि की एक भिुा के समारतर अरय दो भुिाओूं को तभरन-तभरन वबूंदओुूं पर प्रततच्छेद करने 
के तलए एक रेखा खीूंची िाए, तो यह रेखा अरय दो भिुाओूं को एक ही अनपुात में विभाणित करती है। 

4.  यडद एक रेखा डकसी वत्रभिु की दो भुिाओूं को एक ही अनपुात में विभाणित करे, तो िह तीसरी भिुा के      
समारतर होती है। 

5. सभी सिाांगसम बहुभुि समरूप भी होते हैं। 

6  .डकरहीूं दो समरूप बहुभिुों के पररमाप का अनपुात, उनकी सूंगत भुिाओूं के अनपुात या स्केल गिुक के 
समान होता है।  

7.  यडद दो वत्रभुिों में एक वत्रभिु के दो कोि द सरे वत्रभिु के क्रमशिः दो कोिों के बराबर gkas, तो िे दोनों 
वत्रभुि समरूप होते हैं। 

2

2

BC BD

AC AD
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8.  यडद एक वत्रभुि का एक कोि, द सरे वत्रभिु के एक कोि के बराबर हो तर्ा इन कोिों को अूंतगात करने 
िाली भुिाएुँ समानपुाती हों, तो दोनों वत्रभिु समरूप होते हैं। ¼SAS समरूपता कसौटी) 

9   .यडद दो वत्रभुिों में सूंगत भुिाएुँ एक ही अनपुात में gkas, तो उनके सूंगत कोि बराबर होते हैं और इसीतलए 
दोनों वत्रभुि समरूप होते हैं । 

10.  दो समरूप वत्रभुिों के के्षत्रफलों का अनपुात उनकी सूंगत भुिाओूं के अनपुात के िगा के बराबर होता है। 

 

11.  यडद डकसी समकोि वत्रभुि के समकोि िाले शीषा से किा पर लूंब डाला िाए तो इस लूंब के दोनों ओर 
बने  वत्रभुि, म ल वत्रभिु के समरूप होते हैं तर्ा परस्पर भी समरूप होते हैं।  

12.  एक समकोि वत्रभिु में किा का िगा शेष दो भुिाओूं के िगों के योग के बराबर होता है। 

13.  यडद डकसी वत्रभुि की एक भुिा का िगा अरय दो भिुाओूं के िगों के योग के बराबर हो तो पहली भुिा 
का सम्मुख कोि समकोि होता है। 
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                                  ितृ्त एिूं स्पशा रेखाएुँ 
                                                             [CIRCLE AND TANGENTS] 
 

   12 

 

पररचय (introduction) 

हम अपने आस-पास वितभरन आकृततयों की िस्तुएुँ देखते हैं। िैसे तसलका, च ड़ी, साइडकल का पडहया, घड़ी आडद 
सब में कुछ एक िैसे गिु हैं। 
 

 
 
 
        
 
 
  
 
 
 

इन सभी आकृततयों के डकनारे ितृ्त की तरह डदखाई देते हैं। हम ऐसी और बहुत सी िस्तुएुँ ढ ुँढ़ सकते हैं िो 
इरहीूं की तरह की हैं। लया आप कुछ ऐसी और िस्तुएुँ िल्दी से सोच सकते हैं? 

गेंद, काुँच की गोली, पानी की ब ूंद िसैी और भी िस्तुएुँ गोलाकार होती है।   

 
 
 
 

  
   

 
 
 
 
 
 
 
 

 ये ( तचत्र-5 ,6) ितृ से अलग हैं और ऊपर डदए गए तचत्रों से भी। आपस में चचाा करके तसलके िसैी 
िस्तुएुँ ि गेंद िसैी िस्तुओूं के अूंतर तलणखए। 
 इस अध्याय में तसलके िैसी यानी िृे़त्तनमुा सतह िाली िस्तओुूं की सतह के गिु देखेंगे। 
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ितृ्त लया है ?   

कागि पर एक वबूंद ु“O” लेकर इससे 5 सेमी. की द री पर वबूंद ुP लें।  
लया कुछ और भी वबूंद ुहो सकते हैं िो वबरद ुO से 5 सेमी. की द री पर हों? 

इसे कैसे ढ ुँढेंगे? डकतने ऐसे और वबूंद ुहोंगे?  

 परकार को 5 सेमी. फैलाकर O वबूंद ुपर परकार की नोंक को रखें, O से 5 सेमी. 
द री पर वबूंदओुें को तचडह्नत करें । कागि पर O से 5 सेमी. की द री पर णस्र्त सभी 
वबूंदओुूं को तमलाने पर हमें आकृतत 1(ii) प्राप्त होगी। डकसी तल पर खीूंची गई इस प्रकार 
की बूंद आकृतत ितृ्त होती है। उन सभी वबूंदओुूं का सम ह िो तल में एक तनयत वबूंद ुसे 
तनणष्चत द री पर णस्र्त हो तर्ा एक बूंद आकृतत बनाता हो, ितृ्त कहलाता है। वबूंद ुO को 
ितृ्त का केरि कहते हैं। केरि से ितृ्त के डकसी भी वबूंद ुतक की द री ितृ्त की वत्रज्या कहलाती है। लया पडहया, 
घड़ी, च ड़ी, तसलके आडद िस्तओुूं पर भी एक वबूंद ुढ ुँढ़ सकते हैं णिससे तसरे तक द री बराबर हो। 
    

करके देख 

 सत्य या असत्य तलणखए। कारि ि उदाहरि से समिाइए । 
 1. ितृ्त की अनेक वत्रज्याएुँ होती हैं। 
 2. ितृ्त की सभी वत्रज्याएुँ समान नहीूं होती हैं। 
 

िीिा(Chord) 

 
 कागि पर एक ितृ्त खीूंचकर, उस की पररतध पर कोई भी दो वबूंद ुलें। 
आकृतत-2 में दो वबूंदओुूं च ्और फ को डदखाया गया है। दोनो वबूंद ुको तमलाने पर 
रेखाखण्ड PQबनता है यह रेखाखण्ड ितृ्त की एक िीिा है। लया आप सोच सकते 
हैं डक ऐसे डकतने रेखाखण्ड होंगे णिनके अूंत वबूंद ुितृ्त पर हों? आप पाएुँगे डक 
ऐसी अनूंत िीिाएुँ हैं। 
करके देखें 

(i) नीचे दी गई आकृततयों में िीिा की पहचान करें। 
 
 
 
 
 
 
 
 

i. लया िीिाएुँ एक ही लूंबाई की हैं? 

 

ii. सबसे लूंबी िीिा कौन सी है? 
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ितृ्त की सबसे बड़ी िीिा  
 
एक ितृ्त णिसका केरि O है इसमें वितभरन िीिाएुँ ।AB,CD,EF और MN आडद 
खीूंची गई हैं (आकृतत 7)। इन सभी िीिाओूं की लूंबाइयों का अिलोकन करें।  

 AB  ि MN में कौन बड़ी है?              

 CD ि MN में कौन बड़ी है?  

 इसी प्रकार िीिा EF ि MN में डकसकी लूंबाई अतधक है? 

 िीिा A1B1 और MN में से? आप देख सकते हैं डक िीिा डछ की लूंबाई सबसे अतधक है। लया िीिा 
MN में कोई विषेष गिु देख पा रहे हैं िो शेष िीिाओूं में नहीूं है? िीिा MN ितृ्त के केरि से होकर गिुरती है। 
उस िीिा को िो ितृ्त के केरि से होकर िाती है, ितृ्त का व्यास कहते हैं। लया आप ितृ्त में व्यास से भी बड़ी 
िीिा खीूंच सकते हैं?  

 नहीूं, आप पाएुँगे डक व्यास, ितृ्त की सबसे बड़ी िीिा होती है। 
सोचें एिूं चचाा करें  

 लया आकृतत-7 में MN के अततररक्त और भी व्यास खीूंचे िा सकते हैं?  

 यडद हाुँ तो, ऐसे डकतने व्यास खीूंचे िा सकते हैं?   

   

 ितृ्त का चाप (Arc of Circle) 
 

ितृ्त की पररतध पर कोई दो वबूंद ुA और B हों तो ितृ्त दो भागों में बट िाता है। (आकृतत 8,9,10) 

इनमें ितृ्त का एक भाग छोटा तर्ा एक भाग बड़ा है। ितृ्त के छोटे भाग को  लघ ुचाप     (आकृतत-8) तर्ा 
बड़े भाग को दीघा चाप  (आकृतत-9) कहते हैं। 

पनुिः आकृतत-8 में यडद यह मान लें डक कोई 
वबूंद ुA से ितृ्ताकार पर् पर गतत करता हुआ 
वबूंद ुA पर िापस पहुुँच िाए तो वबूंद ुके 
द्वारा तय की गई पर् की लूं बाई ितृ्त की 
पररतध कहलाती है। 
 एक ितृ्त के अनडुदष एक बार चलने में 

तय की गई द री उसका पररमाप होता है, णिसे सामारयतिः पररतध कहा िाता है। 
 

ितृ्तखूंड (Segment Of Circle) 
 
 डकसी ितृ्त पर एक िीिा AB  खीूंतचए। लया आप बता सकते हैं डक िीिा 
ितृ्त के अरतिः भाग को डकतने भागों मे विभाणित करती है। (आकृतत-11)। आप देख 
सकते हैं डक िीिा ितृ्त के अरतिः भाग को दो भागों में विभाणित करती है। िीिा 
तर्ा चाप के मध्य के्षत्र को ितृ्तखण्ड कहते हैं। िीिा तर्ा लघ ुचाप के मध्य के्षत्र को 
लघ ुितृ्तखण्ड तर्ा िीिा और दीघा चाप के मध्य के्षत्र को दीघा ितृ्तखण्ड कहते हैं।  
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करके देखें 
 
कागि पर एक ितृ्त खीूंतचए तर्ा अलग-अलग माप की िीिा खीूंचकर िीिा की लूंबाई तर्ा सूंगत लघ ुितृ्तखण्ड 
में सूंबूंध ढ ुँडढ़ए।  
हम देख सकते हैं डक िीिा की लूंबाई कम होगी तो लघ ुितृ्तखण्ड का के्षत्र भी कम होगा। 
 

सोचें एिूं चचाा करें  
(1) एक ितृ्त की वत्रज्या 6 सेमी. है। ितृ्त की िीिाओूं की लूंबाइयाुँ क्रमशिः 4 सेमी., 6 सेमी., 10 सेमी.ि 8 सेमी. 
हैं। इन िीिाओूं के सूंगत दीघा ितृ्तखण्ड को छोटे से बडेे़ के क्रम में तलणखए। 
(2) उपरोक्त 6 सेमी. वत्रज्या िाले ितृ्त में िब िीिा 12 सेमी. की हो तो दीघा ितृ्तखण्ड और लघ ुितृ्तखण्ड में लया 
सूंबूंध देखते हैं ? 

 

वत्रज्यखूंड (Sector) 
एक ितृ्त पर दो वबूंद ुA और B लीणिए। (देणखए आकृतत-12) चाप AB के तसरों 
को ितृ्त के केरि ि ्से तमलाइए केरि को चाप  के तसरों से तमलाने िाली 
वत्रज्याओूं एिूं चाप के बीच के के्षत्र को वत्रज्यखण्ड कहते हैं।  

 ितृ्तखण्ड की तरह आप पाते हैं डक लघ ुचाप तर्ा वत्रज्याओूं से तघरा 
के्षत्र लघ ुवत्रज्यखण्ड और दीघा चाप तर्ा वत्रज्याओूं से तघरा के्षत्र दीघा 
वत्रज्यखण्ड होता है।  OABP लघ ुवत्रज्यखण्ड है और OAQB दीघा वत्रज्यखण्ड 
है ।  
 

करके देखें  

 दी गई आकृतत में वत्रज्या, िीिा, व्यास, चाप, वत्रज्यखण्ड, ितृ्तखण्ड की पहचान कर 
दी गयी तातलका में तलखें। 
 
                               
          
    
 

वत्रज्या िीिा व्यास वत्रज्यखण्ड ितृ्तखण्ड 

     

 
 
 

�AB
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सिाांगसम ितृ्त (Congruent circles) 
 
 हमने देखा र्ा डक ऐसी दो आकृततयाुँ िो एक द सरे को प री 
तरह ढुँक लेती हैं सिाांगसम आकृततयाुँ कहलाती हैं।  
 अगर हम बराबर वत्रज्या के दो ितृ्त लें णिनके केरि O1 ि 
O2 हों। पनुिः O1 केरि िाले ितृ्त में एक व्यास AB तर्ा O2 केरि 
िाले ितृ्त में व्यास CD लें। (आकृतत-14,15) 

एक ितृ्त को द सरे ितृ्त पर इस प्रकार रखें डक केरि O1 केरि O2 पर पडेे़ तर्ा व्यास AB के अूंत वबरद ुA ि B 
क्रमशिः वबरद ुC ि वबरद ुD पर पडे। आप देख सकते हैं डक एक ितृ्त द सरे ितृ्त को प िातया ढुँक लेता है अतिः 
हम कह सकते हैं डक तलए गए दोनों ितृ्त सिाांगसम हैं। इस गततवितध को बराबर वत्रज्या के अरय ितृ्त खीूंचकर 
दोहराएुँ। 
 आप पाएुँगे डक बराबर वत्रज्याओूं िाले ितृ्त सिाांगसम होते हैं। 
िीिा द्वारा केरि पर अूंतररत कोि 

एक रेखाखण्ड AB  तर्ा एक वबूंद ुि ्िो रेखाखण्ड में नहीूं है, डदए गए हैं। (आकृतत-16)     O 

को A और B से तमलाइए। रेखाखण्ड AB द्वारा वबरद ुO पर अूंतररत कोि 
कहलाता है। एक ितृ्त णिसका केरि O है तर्ा दो िीिाएुँ AB और CD हैं। ( आकृतत-17) िीिा 
AB तर्ा CD द्वारा केरि पर अूंतररत कोि क्रमशिः  तर्ा हैं। लया 
आप बता सकते हैं      और  में कौन सा कोि बड़ा है? लया आप िीिा 
की लूंबाई तर्ा िीिा द्वारा केरि पर अूंतररत कोि में कोई सूंबूंध देख पाते है? आप कह सकते 
हैं डक िीिा की लूंबाई अतधक होगी तो केरि पर बना कोि भी अतधक होगा।  

 

करके देखें  

5 सेमी. वत्रज्या का एक ितृ्त खीूंचें। ितृ्त में 3, 5., 8., 10 तर्ा 6 सेमी. लूंबाई की दो-दो िीिाएुँ खीूंचें। चाुँदे की 
सहायता से इन िीिाओूं द्वारा केरि पर बने कोिों की माप करें और दी गई तातलका में तलखें। 
     
  

िीिा की लूंबाई 3 सेमी. 5 सेमी. 6 सेमी.  8 सेमी.       10 सेमी. 

कोि 

 

     

 
 

उपरोक्त तातलका को प िा करने पर आप पाएुँगे डक एक ितृ्त की बराबर िीिाएुँ केरि पर बराबर कोि अूंतररत 
करती हैं। 
 
 
 
 

AOB

AOB

COD

COD

AOB
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ितृ्त के कुछ प्रमेय 

 
 हमने ज्यातमतीय कर्नों को तसद्ध करना सीखा है। अब हम ितृ्त के बारे में कुछ कर्नों को िो उसके 
गिु बताते हैं तसद्ध करने के तरीके देखेंगे। पहला कर्न हम िही लेते हैं िो हमने ऊपर देखा। डकसी ितृ्त में 
बराबर िीिाएुँ केरि पर बराबर कोि अूंतररत करती हैं।  

प्रमेय – 1 

 
कर्न - डकसी ितृ्त की बराबर िीिाएुँ केरि पर बराबर कोि अूंतररत करती हैं। 
ज्ञात है - एक ितृ्त णिसका केरि O है। इसकी दो बराबर िीिाएुँ PQ और RS  हैं।  
तसद्ध करना है - ∠POQ =∠ROS 

उपपवत्त -  POQ तर्ा  ROS में                                       
  OP=OR    (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
  OQ=OS   (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
  PQ=RS   (ज्ञात है) 
  अतिः POQ =ROS           (भु.भु.भु. सिाांगसमता) 

  ∠POQ =∠ROS  (सिाांगसम वत्रभुि के सूंगत भाग) 
 

 लया इस कर्न का विलोम भी सत्य है, अर्ाात ्यडद एक ितृ्त की िीिाओूं द्वारा केरि पर अूंतररत कोि 
बराबर हों, तो िे िीिाएुँ बराबर होती हैं। आइए इस कर्न को तसद्ध करके देखते हैं। 
 

प्रमेय – 2 

 
कर्न - यडद एक ितृ्त की िीिाओूं द्वारा केरि पर अूंतररत कोि बराबर हों, तो िे िीिाएुँ बराबर होती हैं। 
ज्ञात है - एक ितृ्त णिसका केरि O है। इसकी दो िीिाएुँ PQ और RS  हैं तर्ा ∠POQ =∠ROS 

तसद्ध करना है – PQ=RS  

उपपवत्त -   POQ तर्ा ROS  में ,  
    OP=OR  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
    OQ=OS  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
        ∠POQ =∠ROS   (डदया है) 
  अतिः     POQ  ROS     (भु.को.भु. सिाांगसमता)  
   PQ=RS  (सिाांगसम वत्रभुि के सूंगत भाग) 
 

 यडद डकसी ितृ्त की दो िीिाएुँ बराबर हों, तो उनके सूंगत चाप सिाांगसम होते हैं तर्ा विलोमतिः यडद दो चाप 
सिाांगसम हों, तो उनके सूंगत िीिाएुँ बराबर होती हैं। 
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उदाहरििः-1. आकृतत-20 में िीिा AB और BC बराबर हैं ∠AOB=35O  तर्ा  है तो  
 ∠AOC ज्ञात कीणिए। 
 
 

हलिः-  ∠AOB=∠BOC (ितृ्त की बराबर िीिाएुँ केरि पर बराबर कोि अूंतररत करती हैं।) 
  ∠BOC =35O (∠AOB = डदया 35O  है।) 
 अतिः ∠AOC=∠AOB+∠BOC 

             =  35O  + 35O  
              =  70o 

     ∠AOC= 70O 
    
   

उदाहरििः-2. एक ितृ्त के अरतगात समपूंचभुि खीूंचा गया है। समपूंचभिु की प्रत्येक भिुा केरि पर डकतने 
अूंश का कोि बनाएगी? 

हलिः- समपूंचभिु की पाुँचों भिुाएुँ बराबर होती हैं अतिः िे ितृ्त के केरि पर बराबर कोि बनाती हैं। 
माना समपूंचभिु की प्रत्येक भिुा केरि XO पर का कोि बनाती है।       
अतिः  5 XO  = 360O (लयों?)          

 

  𝑋0 =
3600

5
                                  

   

  𝑋0 = 720 
 

करके देखें  
 

1. एक ितृ्त के अूंतगात समबहुभुि खीूंचा गया है। समबहुभिु की प्रत्येक भुिा कें ि पर का कोि 
अूंतररत करती है तो समबहुभुि की भिुाओूं की सूंख्या ज्ञात कीणिए। 

 

केरि से िीिा पर लूंब  

 कागि पर एक ितृ्त खीूंतचए। इसका केरि O तर्ा AB इसकी एक िीिा है। 
केरि से िीिा AB पर लूंब डातलए (आकृतत 22) िो AB से M पर तमलता हो। AM और 
BM के बारे में आप लया कह सकते हैं? 

 लया िे बराबर हैं ? कैसे पता करेंगे ? यहाुँ हम गणित के कौन से तकों का 
प्रयोग करें? लया हम वत्रभुिों की सिाांगसमता का प्रयोग कर सकते हैं ? 

 

प्रमेय - 3  

 
कर्न - डकसी ितृ्त के केरि से िीिा पर डाला गया लूंब िीिा को समडद्वभाणित करता है। 
ज्ञात है - एक ितृ्त णिसका केरि O है तर्ा AM उसकी एक िीिा है OM  AB  तर्ा  
तसद्ध करना है – AM=MB 
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रचना - O को A और B से तमलाइए                                                  
उपपवत्त -  OMA तर्ा OBM मे, 

   OA=OB  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ)               
       OM=OM (उभयतनष्ठ भुिा) 
                    OMA =OMB     (समकोि हैं) 
           OMA  OBM     (समकोि-किा भुिा सिाांगसमता से) 
 अत:  AM=MB (सिाांगसम वत्रभिु के सूंगत भाग) 
  

इस प्रमेय का विलोम लया है ? लया ितृ्त के केरि से एक िीिा को समडद्वभाणित करने के तलए खीूंची गई रेखा 
िीिा पर लूंब होती है? 

 

प्रमेय - 4 
 

कर्न - एक ितृ्त के केरि और िीिा के मध्य वबूंद ुको तमलाने िाला रेखाखूंड िीिा पर लूंब होता है। 
ज्ञात है - एक ितृ्त णिसका केरि O है। AB उसकी एक िीिा है तर्ा ड िीिा का मध्य वबूंद ुहै। 
तसद्ध करना है - OM  AB 

रचना - O को A और B से तमलाइए। 
उपपवत्त -  OMA तर्ा OMB में                       
    OA=OB  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ)  
    AM=MB  (डदया है)                                
        (OM=OM) (उभयतनष्ठ भुिा) 
   OMA  OMB           (भु.भु.भु. सिाांगसमता) 
 अत:  OMA=OMB               (सिाांगसम वत्रभिु के सूंगत भाग) 
    OMA+OMB=1800   (रेखीय यगु्म अतभगहृीत) 
   OMA+ OMA =1800   (OMA=OMB) 

     2 OMA   = 1800 

    OMA   = 900 

 अत:                   OM  AB 

 आइए अब हम ितृ्त के इन गिुों का उपयोग कर कुछ उदाहरि हल करते हैं। 
 
 
 
 

उदाहरििः-3. एक ितृ्त की वत्रज्या 5 सेमी. है तो केरि से 3 सेमी. की द री पर णस्र्त िीिा  
की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 
हलिः- OAC  में OA=5 सेमी., OC=3 सेमी. है। 
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  पाइर्ागोरस प्रमेय से                                                                              

 𝑂𝐴2 = 𝑂𝐶2 + 𝐴𝐶2 

 52 = 32 + 𝐴𝐶2 

 𝐴𝐶2 = 52 − 32 

 𝐴𝐶2 = 25 − 9 

 𝐴𝐶2 = 16 

 AC  = 4         

अतिः िीिा   AB= 2 x AC  = 8 सेमी. 
 
 
 

उदाहरििः-4. डकसी ितृ्त के केरि से 5 सेमी. की द री पर णस्र्त िीिा की माप 24 सेमी. है। ितृ्त का व्यास 
ज्ञात कीणिए। 
हलिः-  OR=5 सेमी., िीिा PQ=24 सेमी. 
 𝑃𝑅 =

1

2
PQ सेमी.  

        =    
1

2
 𝑋 24 

                     = 12   सेमी.                  
 OPR में पाइर्ागोरस प्रमेय से, 

 𝑂𝑃2 = 𝑃𝑅2 + 𝑂𝑅2 
          = 122 + 52 
          =144+25 
           = 169 
                   OP =  13 

 अतिः ितृ्त का व्यास = 2 x OP 

       = 2 x 13 

       = 26 सेमी. 
 
 

उदाहरििः-5. एक रेखा स दो सूंकेरिीय ितृ्तों (एक ही केरि िाले ितृ्त), को A,B,C और D वबूंदओु पर प्रततच्छेद 
करती है (देणखए आकृतत-27)। यडद AD=18 सेमी. तर्ा  BC=8 सेमी. हो AB  का मान ज्ञात कीणिए। ितृ्तों का 
केरि ि ्है।  
हलिः- केरि O से रेखा L पर लूंब OM खीूंतचए (देणखए आकृतत-28)।   
 

OMBC 
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 BM=MC                           ……(i) 

  BM+MC=BC 

  BM+BM=8 

  2BM=8       

  BM=4  सेमी      

    

इसी प्रकार OMAD 

  AM=MD          ……..(ii) 

 

  AM+MD=AD 

  2AM=18 

AM=9  सेमी  

अतिः                AB=AM-BM  

  =9-4         = 5 सेमी 
 
 

उदाहरििः-6 एक ितृ्त की दो िीिाएुँ PQ और RS  समारतर हैं और AB िीिा PQ का लम्ब समडद्वभािक है। 
तसद्व कीणिए डक AB िीिा RS को भी समडद्वभाणित करती है।  
 

हलिः- हम िानते हैं डक ितृ्त की िीिा का लम्बाद्धाक ितृ्त के केरि से होकर िाता है।  

AB िीिा PQ का लम्ब समडद्वभािक है।  
   AB ितृ्त के केरि से होकर िाएगा।  
ABPQ और PQ II RS ABRS 

अतिः ABRS  और AB  ितृ्त के केरि से होकर िाता है। 
 AB िीिा RS का भी लूंब समडद्वभािक होगा।  
अतिः AB िीिा RS को भी समडद्वभाणित करेगा। 
 
 

करके देखें 
 
5X वत्रज्या िाले ितृ्त के केरि से 6x लूंबाई की िीिा पर डाले गए लूंब की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 
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प्रश्नािली 1 
 

1.  ितृ्त की िीिा की लूंबाई ज्ञात कीणिए, यडद 

 (i) वत्रज्या = 13 सेमी. तर्ा िीिा की केरि से द री = 12 सेमी. 
 (ii) वत्रज्या = 15 सेमी. तर्ा िीिा की केरि से द री = 9 सेमी. 
 

2.  ितृ्त की वत्रज्या ज्ञात कीणिए यडद िीिा की लूंबाई तर्ा केरि से द री क्रमशिः 
 (i)  8 सेमी. और 3 सेमी.  (ii) 14 सेमी. और 24 सेमी. 
 

3. आकृतत-30 में, PQ  ितृ्त का व्यास है। MNPQ तर्ा PQ=10 सेमी. और PR= 2सेमी. है तो MN की 
लूंबाई ज्ञात कीणिए। 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. आकृतत-31 में िीिा AB= 18 सेमी. है तर्ा  PQ  िीिा AB की लूंबसमडद्वभािक है िो िीिा को M वबूंद ु
पर तमलती है, यडद MQ=3 सेमी. हो तो ितृ्त की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. एक ितृ्त णिसका केरि O  है, की दो िीिाएुँ PQ और  QR हैं तर्ा  PQO= OQR =55O। तसद्ध कीणिए  
डक  PQ=QR. 

 

6. केरि  O िाले एक ितृ्त में  AB और  AC दो समान िीिाएुँ है। यडद ODAB और  OEAC तो तसद्ध 
कीणिए डक ADE समडद्वबाहु वत्रभुि है। 
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तीन असूंरेख वबूंदओुूं से होकर िाने िाला ितृ्त 

 
 कागि पर एक वबूंद ुP लें। परकार की सहायता से एक ितृ्त खीूंचें िो वबूंद ुP से होकर िाता है। लया 
हम वबूंद ुP से होकर िाने िाला एक और ितृ्त खीूंच सकते हैं? ऐसे डकतने ितृ्त खीूंचे िा सकते हैं ? (देणखए 
आकृतत-33)। 

 
 
 
 
 
  
  
 
 
 

 

आप देख सकते हैं डक ऐसे अनेक ितृ्त खीूंचे िा सकते हैं। इसी तरह दो वबूंदओुूं P ि Q से होकर िाने िाले 
अनेक ितृ्त खीूंचे िा सकते हैं (देणखए आकृतत-34)। लया तीन असूंरेख वबूंदओुूं P, Q ि R से होकर िाने िाले 
अनेक ितृ्त खीूंचे िा सकते हैं? 

 

प्रमेय – 5 

 
कर्न - तीन असूंरेख वबूंदओुूं से होकर एक और केिल एक ितृ्त खीूंचा िा सकता है। 
ज्ञात है – A ,  B और C  तीन असूंरेख वबूंद ुहैं। 
तसद्ध करना है – A  , B  और C  से एक और केिल एक ितृ्त खीूंचा िा सकता है।           

रचना - वबूंद ुA को B से तर्ा B को C से तमलाइए। PL और QM के लम्बाद्धाक क्रमशिः 
PL और QM खीूंतचए। माना PL और QM एक द सरे को वबूंद ुO पर प्रततच्छेद करते हैं। 
O को A,B और C से तमलाइए। 
उपपवत्त - वबूंद ुO, AB के लम्बाद्धाक PL पर णस्र्त है। 
 OA= OB   ………(i) (डकसी रेखाखण्ड के लम्बाद्धाक मूंेे णस्र्त प्रत्येक वबूंद ुरेखाखण्ड के अूंत वबूंदओुूं से समान 
द री पर होता है।) 
 इसी प्रकार O,BC के लूंबाद्धाक MQ पर णस्र्त है। 
    OB = OC  .....(ii)                                                 
  

  OA=OB=OC=R (माना) (PL और QM एक ही वबूंद ुपर प्रततच्छेद करेंगे।) O एकमात्र वबूंद ुहै 
िो ।  A , B  और C से समान द री पर होगा। 
 

अतिः तीन असूंरेख वबूंदओुूं से एक और केिल एक ितृ्त होकर िाता है। 
 हम इस तथ्य का उपयोग वत्रभुि के तीनों शीषा से होकर एक ितृ्त खीूंचने में करते हैं। इस ितृ्त को 
वत्रभुि  ABC  का पररितृ्त और इसके केरि को वत्रभुि का पररकेरि कहा िाता है। 
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 करके देखें 
    एक ितृ्त का चाप डदया गया है (देणखए आकृतत-36)।  

  ितृ्त का केरि ज्ञात कर ितृ्त को प रा कीणिए। 
 

 

        

 सोचें ि चचाा करें  

 लया तीन सूंरेख वबूंदओुूं से होकर िाने िाला कोई ितृ्त खीूंचा िा सकता है? 

 

िीिाएुँ और केरि से उनकी द ररयाुँ 
 

 एक ितृ्त में असूंख्य िीिाएुँ होती हैं। डकसी भी वत्रज्या का एक ितृ्त खीूंतचए। 
ितृ्त पर एक द सरे के समारतर िीिाएुँ खीूंतचए (देणखए आकृतत-37)। लया आप िीिा 
की लूंबाई तर्ा िीिा की केरि से  द री में कोई सम्बरध देखते हैं? दी गई आकृतत में 
िीिा  AB , CD ि EF को केरि से द री के घटते क्रम में तलणखए। आप देखूंगे डक 
िीिा की लूंबाई बढ़ते िाने पर उसकी केरि से द री कम होती िाती है। व्यास ितृ्त 
की सबसे बड़ी िीिा है। उसकी केरि से द री श रय है। लया एक ितृ्त पर बराबर 
िीिाएुँ लें तो उनकी केरि से द री समान होगी? आइए अब हम इस कर्न की सत्यता की िाुँच करते हैं। 
 

प्रमेय - 6  

कर्न  - डकसी ितृ्त (अर्िा सिाांगसम ितृ्तों) की बराबर िीिाएुँ केरि से (या केरिों 
से) समान द री पर होती हैं। 
ज्ञात है - ितृ्त में PQ और RS दो समान िीिाएुँ हैं तर्ा O से PQ और RS पर क्रमशिः 
OL  और  OM लूंब डाला गया है।  

तसद्ध करना है - OL = OM  

रचना  - O को P तर्ा R से तमलाइए।                                                   

उपपवत्त - PQ = RS   (ज्ञात है) 
   

  
1

2
 𝑃𝑄 =

1

2
 𝑅𝑆 

 

  PL = RM    (केरि से िीिा पर डाला गया लम्ब उसे समान   
     भागों में बाुँटता है।) 
  OP = OR    (एक ही ितृ्त की वत्रज्या) 
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                  OLP =  OMR = 90 (रचना से) 
                 OLP OMR  (R.H.S  सिाांगसमता प्रमेय से) 
                   OL = OM   (सिाांगसम वत्रभिु के सूंगत भाग) 
 

 करके देखें  

 एक ितृ्त के केरि से समद रस्र् िीिाएुँ लूंबाई में बराबर होती हैं। उपपवत्त दें। 
 

 आइए अब हम उपरोक्त पररिामों का उपयोग कर कुछ उदाहरि हल करते हैं - 
 

उदाहरििः-7.  एक ितृ्त की वत्रज्या 20 सेमी. है। दो बराबर और समाूंतर िीिाओूं के बीच की द री 24 सेमी. है। 
िीिा की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

हलिः-                             

  OM = ON  ....(i) (बराबर िीिाएुँ केरि से बराबर द री   
      पर होती हैं।) 
  MN = OM+ON 

  MN=OM+OM      (i) से 

  24 = 2 OM 

  OM = 12 सेमी. 
  OA = 20 सेमी. 
 OAM  में,  
  𝑂𝐴2 = 𝑂𝑀2 + 𝐴𝑀2 

  𝐴𝑀2 = 𝑂𝐴2 − 𝑂𝑀2 

  = 202 − 122 

  = 400 - 144 

   = 256 

AM = 16  

 अतिः िीिा की लूंबाई AB = 2 X AM 

        = 2 X 16 

        = 32 सेमी. 
                     

उदाहरििः-8.  

 

एक ितृ्त की 6 सेमी. तर्ा 8 सेमी. लूंबी दो िीिाएुँ AB और CD समाूंतर हैं और केरि की विपरीत डदशा में णस्र्त 
हैं। यडद AB  और CD के बीच की द री 7 सेमी. हो, तो ितृ्त की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
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हलिः-   यहाुँ        AB = 6 सेमी. 

  𝐴𝑁 =
1

2
 𝐴𝐵  

           =
1

2
 6 

  AN = 3 सेमी.  

 (केरि से िीिा पर डाला गया लूंब िीिा को समडद्वभाणित करता है।)    

 इसी प्रकार CD = 8 सेमी 
  𝐶𝑀 =

1

2
 𝐶𝐷 

           =
1

2
 8  = 4 सेमी. 

 OAN  में  

    𝑂𝐴2 = 𝑂𝑁2 + 𝐴𝑁2 

  𝑂𝐴2 = (7 − 𝑋)2 + 32    ( MN=7CM माना OM= X तब ON=7-X) 

 OCM   में  
  𝑂𝐶2 = 𝑂𝑀2 + 𝐶𝑀2  

  𝑂𝐶2 = 𝑋2 + 42 

  OA = OC   (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ)    

          𝑂𝐴2 = 𝑂𝐶2 

 

अतिः  

  (7 − 𝑋)2 + 32 = 𝑋2 + 42 

  𝑋2 − 14𝑋 + 58 = 𝑋2 + 16 

                                 −14𝑋 = 16 − 58  

  14𝑋 = 42 

  X =  3 सेमी. 
 अतिः ितृ्त की वत्रज्या 
 

  𝑂𝐴2 = (7 − 𝑋)2 + 32 

           = (7 − 3)2 + 32 

           =   16 +9    

           =    25 

OA    =   5 सेमी. 
 ितृ्त की वत्रज्या OA =  5 सेमी.  
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प्रश्नािली 2 

1. एक ितृ्त की दो िीिाएुँ AB और AC बराबर हैं। तसद्ध कीणिए डक ितृ्त का केरि BAC के समडद्वभािक 
पर णस्र्त है। 
 

2.  10 सेमी. और 24 सेमी. की दो समाूंतर िीिाएुँ ितृ्त के केरि के विपरीत ओर हैं। िीिाओूं के बीच की 
द री 17 सेमी. है। ितृ्त का व्यास ज्ञात कीणिए। 
 

3. एक ितृ्त का केरि O है तर्ा APD का कोि समडद्वभािक PO है (देणखए आकृतत-41)। तसद्ध कीणिए  

                AB = CD . 

 

 

 

 

 

 

4. दो ितृ्त हैं णिनका केरि O और C है तर्ा वत्रज्या क्रमशिः 13 सेमी. और 3 सेमी. है (देणखए आकृतत-
42)। यडद OC का लूंबसमडद्वभािक, बड़े ितृ्त को A और B पर तमलता है तो AB की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

 

 

5. आकृतत-43 में केरि O  िाले एक ितृ्त में AB और CD दो समान िीिाएुँ वबूंद ुE  पर समकोि पर 
तमलती है। यडद P और Q िीिा AB  और CD  के मध्य वबूंद ुहों तो तसद्ध कीणिए डक OPEQ एक िगा है। 
 

 

 

 

 

 

 

ितृ्त के चाप द्वारा ितृ्त के केरि पर अूंतररत कोि - 
 ितृ्त पर कोई दो वबरद ुA और B हों तो ितृ्त दो चापों में बुँट िाता है ।  लघ ु
चाप AB के अूंत वबूंद ुA और B को केरि िO से तमलाइए। चाप AB  के द्वारा केरि 
पर बना AOB  केरिीय कोि कहला ता है। पनुिः ितृ्त पर दो वबूंद ुP और Q इस 
प्रकार लेते हैं डक उनसे बने लघ ुचाप PQ की लूंबाई, लघ ुचाप PQ से अतधक हो तर्ा 
िह कें रि O पर POQ बनाता हो (देणखए आकृतत-44)। लया चाप की लूंबाई तर्ा चाप 
द्वारा केरि पर बनाए गए कोि में कोई सूंबूंध देख पा रहे हैं? आकृतत-44 में आप देख सकते हैं डक चाप की 
लूंबाई अतधक होने पर केरि में बना कोि भी अतधक होता है। 
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सोचें एिूं चचाा करें 
  

 एक ितृ्त के लघचुाप APB  का अूंश माप (आकृतत-45)  XO  हो तो दीघा चाप AMB का 
अूंष माप (3600 − 𝑋0) होता है। लयों? 

 

   

 

 

 ितृ्त के चाप के अूंत वबूंदओुूं को ितृ्त की षेष पररतध में णस्र्त डकसी वबूंद ुसे 
तमलाइए। िैसे आकृतत-46 में डदखाया गया है तब ACB चाप APB द्वारा पररतध के C वबूंद ुपर 
बनाया गया कोि कहलाता है।  

 आइए अब हम एक चाप द्वारा केरि पर अूंतररत कोि तर्ा ितृ्त के पररतध के शेष 
भाग के डकसी वबूंद ुपर अूंतररत कोि में सूंबूंध देखते हैं। 
 

प्रमेय - 7  

कर्न - ितृ्त के डकसी चाप द्वारा केरि पर अूंतररत कोि, ितृ्त के पररतध के षेष भाग के डकसी वबूंद ुपर अूंतररत 
कोि का दगुनुा होता है। 
ज्ञात है - ितृ्त के एक चाप PQ  द्वारा केरि पर बना कोि POQ  और षेष पररतध के त ्वबूंद ुपर बना कोि 

PRQ  है। 
तसद्ध करना है -  POQ = 2PRQ                                          

रचना - वबूंद ुR को केरि O से तमलाते हुए M तक आगे बढ़ाया। 
उपपवत्त -  

   PQR में,           

   OP = OR  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
     OPR = ORP (वत्रभुि की बराबर भिुाओूं के सम्मुख कोि बराबर होते हैं।) 
   POM = OPR + ORP (बडहष्कोि प्रमेय) 
  POM = 2ORP ...........(1) 

  QOR में,  

    OQ = OR               (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 
  OQR = ORQ   (वत्रभुि की बराबर भुिाओूं के सम्मुख कोि) 
  QOM=ORQ + OQR  (बडहष्कोि प्रमेय) 
  QOM =2 ORQ   .............(2) 

अतिः  POM +QOM  = 2ORP +2ORQ                   .............(1) ि (2) को िोड़ने पर 
 

 

POM =2(ORP+ORQ) 

POQ=2PRQ 

आइए अब हम प्रमेय (7) की एक णस्र्तत पर विचार करते हैं िब चाप एक अद्धाितृ्त हो। 
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प्रमेय - 8  

कर्न - ितृ्त की पररतध के डकसी वबूंद ुपर व्यास द्वारा अूंतररत कोि समकोि होता है।  

ज्ञात है - ितृ्त पर व्यास द्वारा अूंतररत कोिLMN है। 
तसद्ध करना है -   LMN = 900 

उपपवत्त  -                   LOM =1800   (सरल रेखा) 
       LOM = 2LMN  (प्रमेय 7 से)                         

    2LOM = 1800     

           

 या        LMN = 
1800

2
= 900 

    

 अतिः हम कह सकते हैं डक एक ितृ्त की पररतध के डकसी वबूंद ुपर व्यास द्वारा अूंतररत कोि समकोि 
होता है।  

  

उदाहरििः-9. आकृतत-49 में O ितृ्त का केरि OPR=300 तर्ाOQR=400  तर्ाहै। तब POQ ज्ञात कीणिए। 
हलिः-POQ  में, 
  OP = OR  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ)                 

  OPR=ORP= 300  (समडद्वबाहु वत्रभिु के कोि) 
 इसी प्रकार OQR   मे, 

  OQR=ORQ= 400   

 अतिः PRQ = ORP+ORP   

  = 400 + 300      

   

  PRQ = 700  

 

    PRQ = 2PRQ (केरि पर बना कोि शेष खण्ड में बने कोि    
    का दगुनुा होता है।) 
   

  PRQ  = 2 x 700  = 1400 
 

    

 

 

 

उदाहरििः-10. आकृतत-50  में AB ितृ्त का व्यास और O  केरि है। यडद OAP =900 

  तो OPB ज्ञात कीणिए। 
 

हलिः- AOP   में 
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  OA = OP   (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ)                  

  OAP = OPA =500 

 

  APB =900      (व्यास द्वारा अूंतररत कोि) 
  

अतिः APB = OPA+OPB 

  900 = 500 + OAP  

  OPB = 400 

 

करके देखें 

 

प्रमेय - 9  

कर्न - ितृ्त के एक ही खण्ड में बने कोि आपस में बराबर होते हैं। 
ज्ञात है - ितृ्त का केरिO ,  ितृ्त के एक ही खण्ड में बने  ACB  और ADB  हैं 
तसद्ध करना है -        ACB =ADB     

 

                                                                                                      

उपपवत्त -  AOB  = 2ACB  (च ूंडक ितृ्त के डकसी चाप द्वारा केरि पर अूंतररत कोि ितृ्त की पररतध के  

शेष भाग के डकसी वबरद ुपर अूंतररत कोि का दगुनुा होता है।) 
   

 AOB = 2ADB 

अतिः 2ACB =  2ADB 

  ACB   =  ADB 

  

अतिः हम कह सकते हैं डक ितृ्त के एक ही खण्ड में बने कोि आपस में बराबर होते हैं।  
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उदाहरििः-11.  आकृतत-58 में CAB= 250   और  ABD 350हैं। तब ABC   ज्ञात कीणिए। 

हलिः- यहाुँ आकृतत में  ADB =ACB      (एक ही ितृ्तखण्ड के कोि) 

   ACB   = 350  

ABC  में, 
 

ABC  + ACB  + CAB  = 1800 

 

ACB  + 350 + 250 = 1800 

 

ACB   = 1800 − 600 

 

ACB   = 1200 

 

 

उदाहरििः-12.  तसद्ध कीणिए डक समडद्वबाहु वत्रभुि की बराबर भिुाओूं में से डकसी एक भिुा को व्यास मानकर 
खीूंचा गया ितृ्त वत्रभिु के आधार को समडद्वभाणित करता है। 

हलिः- ABC    में  AB =  AC तर्ा AB  को व्यास मानकर खीूंचा गया ितृ्त BC ठब ्को वबूंद ुD पर काटता है।  

 च ुँडक ितृ्त पर व्यास द्वारा बना कोि समकोि होता है। 

    ADB   = 900  

 पररत ु ADB  + ADC  = 1800 

  900 + ADC = 1800 

  ADC =   900           

  ADB   और ADC में, 
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  AB =AC  (डदया है) 

  AD =DA  (उभयतनष्ठ भिुा) 

 और ADC = ADC =  900          

  ADB   ADC   (समकोि-किा-भुिा सिाांगसमता) 

      𝐵𝐷 = 𝐷𝐶 

प्रश्नािली 3 

1. आकृतत-59 में, O ितृ्त का केरि है, PQ एक िीिा है। यडद PRQ = = 500 तो  

OPQ  ज्ञात कीणिए। 

 

 

 

 

 

 

2. आकृतत में PBO का मान ज्ञात कीणिए यडद AOB  = 500 तर्ा PQB = 750  है। 
 

 

 

 

 

 

 

3.  आकृतत में X का मान ज्ञात कीणिए। O ितृ्त का केरि है। 
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4. यडद O ितृ्त का केरि है तो X का मान ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

 

5. यडद O ितृ्त का केरि है तो दी गई आकृतत में  X  का मान ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

 

6. आकृतत में ABC  का मान ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

 

7. आकृतत में X का मान ज्ञात कीणिए तर्ा तसद्ध कीणिए डक AD   BC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. आकृतत में, O ितृ्त का केरि तर्ा OD  AB  यडद OD= 5 सेमी. हो तो AC का मान ज्ञात कीणिए। 
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चक्रीय चतुभुाि  

 आपने देखा है डक तीन असूंरेख वबरदओुूं से होकर एक और केिल एक ही ितृ्त 
खीूंचा िा सकता है। लया हम चार असूंरेख वबूंदओुूं (णिनमें कोई तीन वबूंद ुसूंरेख नहीूं हैं) 
को लेकर एक ितृ्त खीूंच सकते हैं? कोई तीन असूंरेख वबूंद ु P , Q , R  लेकर एक ितृ्त खीूंचने 
पर हमें चौरे् वबूंदओुूं की णस्र्तत तनम्न प्रकार प्राप्त हो सकती है। 

 

 

 

 

 

   

णस्र्तत I में वबूंद ुितृ्त S के बाह्य भाग में, णस्र्तत II  में ितृ्त पर तर्ा णस्र्तत III में ितृ्त के  अरतिः भाग में णस्र्त 
है। अतिः हम कह सकते हैं डक चार असूंरेख वबूंद ुसे होकर एक ितृ्त खीूंचने पर चारों वबूंद ुएक ितृ्त में हो सकते 
हैं और नहीूं भी। 

 उपरोक्त आकृतत में वबूंद ुP , Q , R , S को तमलाने पर चतभुुाि प्राप्त होगा।     
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णस्र्तत II  में प्राप्त चतभुुाि PQRS  के चारों शीषा ितृ्त पर णस्र्त हैं। यडद डकसी चतुभुाि के चारों शीषा एक ितृ्त 
पर णस्र्त होते हैं तो िह चक्रीय चतभुुाि कहलाता है। लया इस चतुभुाि का कोई विशेष गिु होता है िो अरय 
चतभुुाि में सामारयतिः नहीूं होता है? 

  

करके देखें 

 डकसी भी वत्रज्या का एक ितृ्त खीूंतचए। ितृ्त पर कोई चार वबूंद ुलेकर चतुभुाि बनाइए। उनके सम्मुख 
कोिों को माप कर उनका योगफल ज्ञात कीणिए। 

आप पाएुँगे डक ऐसा चतभुुाि णिसके चारों शीषा ितृ्त पर हो उनके सम्मुख कोिों का योगफल 1800 

होता है। 

 आइए अब हम उपरोक्त कर्न का ताडका क रुप ज्ञात करेंगे। 

प्रमेय - 10  

कर्न - चक्रीय चतभुुाि के सम्मुख कोिों का योगफल 1800 होता है। 

ज्ञात है -  ABCD  एक चक्रीय चतभुुाि है। 

तसद्ध करना है - A + C = B + D = 1800 

रचना - O से A और C को तमलाइए।                                                                                                  

उपपवत्त - चाप ABC  का केरि पर बना कोि  AOC = 2ADC                   (i) 

 चाप CDA का केरि पर बना कोि  COA = 2ABC  (ii) 

 अतिः AOC +  COA = 2(ADC + ABC) 

                              3600 = 2(D + B) 

  B + D =
3600

2
 

  B +  D = 1800 

चतभुुाि ADCD  में 

  A + B + C + D = 3600 

  A + C + 1800 = 3600 

  A + C = 1800 

अतिः हम कह सकते हैं डक चक्रीय चतभुुाि के सम्मुख कोिों का योगफल 1800 होता है। लया इस कर्न का 
विलोम  भी सत्य है? हाुँ, यडद डकसी चतभुुाि के सम्मुख कोिों के डकसी एक यगु्म का योग 1800 हो तो 
चतभुुाि चक्रीय चतभुुाि होता है, अर्ाात ्चतभुुाि के चारों शीषा से होकर एक ितृ्त खीूंचा िा सकता है। 
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उदाहरििः-13. दी गई आकृतत-71 में X  का मान ज्ञात कीणिए।                            

हलिः-  A + C = 1800   (चक्रीय चतभुुाि के सम्मखु कोिों का योग  1800 होता है।) 

 𝑋 + 600 = 1800 

 X= 1200 

          

उदाहरििः-14. दी गई आकृतत-72 में X का मान ज्ञात कीणिए।                             

हलिः- ABD = 900 (ितृ्त पर व्यास द्वारा बना कोि) 

 ABD + BDA + DAB = 1800  

              900 + 300 + DAB = 1800 

DAB = 1800 − 1200 

DAB = 600 

              DCB + DAB = 1800    (चक्रीय चतुभुाि के सम्मुख कोिों का योग) 

 𝑋 + 600 = 1800 

 𝑋 = 1200  

उदाहरििः-15. वत्रभुि ABC के भुिा BC पर वबूंद ुP इस प्रकार णस्र्त है डक AB=AP । वबूंद ुA और C से 
क्रमशिः BC और PA के समाूंतर रेखाएुँ खीूंचे िो वबूंद ुD पर तमलें (देणखए आकृतत-73)। तसद्ध कीणिए डक ABCD 
चक्रीय चतभुुाि है।   

हलिः-   ABP में  

   AB=AP         (डदया है) 

 अतिः ABP = APB   

  (समान भुिा के सम्मखु कोि) 

   AP || CD तर्ा AD ||BC (डदया है) 

 अतिः APCD एक समाूंतर चतुभुाि है। 

  APC =  ADC   

 (समाूंतर चतभुाि के सम्मुख कोि)  

  च ूंडक  APB + APC = 1800   (रेखीय यगु्म अतभगहृीत से) 

   APB + ADC = 1800 (APB = APB  और  (APC = ADB )  

  डकसी चतभुुाि के सम्मुख कोिों के डकसी एक यगु्म का योग  हो तो चतभुुाि, चक्रीय चतुभुाि 
होता है। 
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प्रश्नािली 4 

1. दी गई आकृतत में AB || CD यडद DAB = 800 तो चतभुाि के शेष अूंतिःकोिों का मान ज्ञात 
कीणिए। 

 

  

 

 

 

2. दी गई आकृतत में QRS तर्ा  QTS ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

 

3. दी गई आकृतत में  ABCD  एक चक्रीय चतुभुाि है णिसकी भिुा AB ितृ्त का व्यास है। यडद 

ADC = 1500 हो तो BAC  ज्ञात कीणिए।  

 

 

 

 

 

 

4. दी गई आकृतत में  X  का मान ज्ञात कीणिए।   
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5. एक ितृ्त की दो समाूंतर िीिाएुँ PQ और RS हैं तर्ा रेखाएुँ RP और SQ , वबूंद ुM पर प्रततच्छेद करती 
हैं(देणखए आकृतत-78) 

तसद्ध कीणिए डक MP = MQ 

 

 

 

 

 

 

6.   दी गई आकृतत में  PQ  अद्धाितृ्त का व्यास है। यडदPQR = 600 तर्ा  SPR = 400 

हो तो QPR और PRS का मान ज्ञात कीणिए। 
 

 

 

 

 

7. यडद एक चक्रीय चतुभुाि के विकिा ितृ्त के व्यास हों तो तसद्ध कीणिए डक िह एक आयत होगा। 
 

 

8. आकृतत-80 में PQRS  एक चतभुुाि है। यडद P = QRY है तो तसद्ध कीणिए डक PQRS एक    

चक्रीय चतभुुाि है। 
 

 

 

 

 

 

 

 

9. यडद एक समलूंब चतभुुाि की असमारतर भुिाएुँ बराबर हों तो तसद्ध कीणिए डक िह चक्रीय चतभुुाि 
होगा। 

    

 



280 
 

ितृ्त की स्पशा रेखाएुँ और छेदक रेखाएुँ   

 कागि पर डकसी भी वत्रज्या का ितृ्त तर्ा एक रेखा l लें िसेै आकृतत-81 में डदखाया गया है। 
अब रेखा l के समारतर कुछ रेखाएुँ खीूंतचए।  

 दी गई आकृतत-82 में रेखा m और ितृ्त में दो उभयतनष्ठ वबूंद ुA, 

B  हैं । इसी प्रकार रेखा  I  और ितृ्त में दो उभयतनष्ठ वबूंद ुC, D  हैं। 
रेखा n और ितृ्त में केिल एक ही उभयतनष्ठ वबूंद ुE  है तर्ा रेखा p और 
ितृ्त में कोई उभयतनष्ठ वबूंद ुनहीूं है। 

 हम देखते हैं डक कोई रेखा डकसी ितृ्त के सापेक्ष तनम्न  तीन 
णस्र्ततयों में हो सकती है। 

आकृतत-83 (i) में रेखा l ितृ्त को प्रततच्छेद नहीूं करती अर्ाात ्रेखा l  ितृ्त 
का कोई भी उभयतनष्ठ वबूंद ुनहीूं है। 

 आकृतत-83 (ii) में रेखा l   ितृ्त को दो तभरन वबूंदओुूं पर 
प्रततच्छेद करती है अर्ाात ्रेखा l और ितृ्त में दो उभयतनष्ठ  वबूंद ुP और 
Q  हैं। इस णस्र्तत में हम स को ितृ्त की छेदक रेखा कहते हैं। 

 

 

 

 आकृतत-83 (iii)  में रेखा l और ितृ्त को एक वबूंद ुपर केिल स्पशा करती है अर्ाात ्रेखा l और ितृ्त में 
एक ही उभयतनष्ठ वबूंद ुM है। इसी णस्र्तत में हम रेखा l को ितृ्त की स्पशा रेखा तर्ा उभयतनष्ठ वबूंद ुM को स्पशा 
वबूंद ुकहते हैं। 
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 आकृतत-84 में रेखा l  ितृ्त को दो वबूंदओुूं P , Q  पर प्रततच्छेद कर रही है। रेखा l  
को वबूंद ुपर णस्र्र P रखते हुए डकसी आकृतत-84 में रेखा l ितृ्त को दो वबूंदओुूं  P 

ि Q  पर प्रततच्छेद कर रही है। रेखा l को वबूंद ुपर णस्र्र रखते हुए डकसी भी एक 
डदशा में लगातार घमुाते िाने पर एक णस्र्तत ऐसी होगी डक प्रततच्छेदी  वबूंद,ु वबूंद ु 
P पर सूंपाती हो िाता है। इस णस्र्तत में छेदक रेखा को हम ितृ्त की स्पशा रेखा 
कहते हैं और वबूंद ुP को स्पशा वबूंद।ु 

 डकसी ितृ्त की स्पशा रेखा, छेदक रेखा की एक वितशष्ट दशा है िब सूंगत 
िीिा के दोनों तसरे सूंपाती हो िाएुँ। अर्ाात डकसी ितृ्त की स्पशा रेखा िह रेखा है 
िो ितृ्त को एक वबूंद ुपर स्पशा करती है।  

  

सोचें ि चचाा करें 

  ितृ्त पर णस्र्त डकसी वबूंद ुपर एक ही स्पशा रेखा खीूंची िा सकती है। लयों?  

करके देखें 

 नीचे दी गई आकृतत में प्रततच्छेदी रेखा, छेदक और स्पशा रेखाआूंेे को पहचान कर अपनी कापी में उनके 
नाम तलखें। 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

स्पशा रेखा तर्ा स्पशा वबूंद ुसे होकर िाती हुई वत्रज्या           

 एक वबूंद ुि एक रेखा के बीच की द री (िब वबूंद ुरेखा में न हो) रय नतम तब होती है िब िह लूंबित 
होती है। लया स्पशा वबूंद ुसे केरि की द री रय नतम होगी अर्ाात ्स्पशा वबूंद ुसे िाने िाली वत्रज्या स्पशा रेखा पर 
लूंब होगी? 
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प्रमेय - 11  

ितृ्त की स्पशा रेखा पर, स्पशा वबूंद ुसे िाने िाली वत्रज्या लूंब होती है। 

ज्ञात है - एक ितृ्त का केरि O है तर्ा स्पशा रेखा AB स्पशा वबूंद ुP पर ितृ्त को स्पशा करती है। 

 तसद्ध करना है -  OP  AB                                               

रचना - AB पर P के अततररक्त अरय वबूंद ुQ , R ,S लीणिए और 
केरि O  से तमलाइए।                                                                                   

उपपवत्त - वबूंद ुQ , R ,S  ितृ्त के बाहर णस्र्त हैं, ितृ्त के बाह्य भाग 
में णस्र्त वबूंद ुकी केरि से द री वत्रज्या से बड़ी होती है। अतिः OP  
की लूंबाई OQ ,OR ,OS  में प्रत्येक से छोटी होगी। अतिः द री OP , 

वबूंद ुO  से AB के अरय वबूंदओुूं से रय नतम द री पर है।  

      OP  AB                                               

 हम इस तथ्य का उपयोग ितृ्त के डकसी वबूंद ुपर स्पशा रेखा खीूंचने में करते हैं िब हमें ितृ्त का केरि 
वबूंद ुज्ञात हो। 

 

 

ितृ्त के बाहर णस्र्त वबरद ुसे डकतनी स्पशा रेखाएुँ- 

 ितृ्त के बाह्य भाग में एक वबूंद ु
P लीणिए। ितृ्त पर वबूंद ुच ्से स्पशा रेखाएुँ 
खीूंचने का प्रयत्न कीणिए (देणखए आकृतत-
87)। आप पाएुँगे डक ितृ्त के बाहर णस्र्त 
वबूंद ुसे ितृ्त पर दो और केिल दो स्पशा 
रेखाएुँ खीूंच सकते हैं। बाह्य वबूंद ुP से ितृ्त 
के स्पशा वबूंद ुतक की द री को, स्पशा रेखा 
की लूंबाई कहते हैं।  आकृतत में लया PS 
और PT  में कोई सूंबूंध है? PS और PT 
की लूंबाइयाुँ   मापें  आप पाएुँगे डक PS = 

PT । आइए इस तथ्य की पवुष्ट के तलए 
उपपवत्त देखते हैं। 
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प्रमेय - 12  

बाह्य वबूंद ुसे ितृ्त पर खीूंची गई स्पशा रेखाओूं की लूंबाइयाुँ बराबर 
होती हैं। 

ज्ञात है - AP और AQ  बाह्य वबूंद ुA से ितृ्त पर खीूंचे गए दो 
स्पशा रेखाखण्ड हैं। 

तसद्ध करना है – AP = AQ 

रचना - ितृ्त के केरि O से A, P , Q को तमलाइए।                                       

उपपवत्त -   OPA  तर्ा OQA  मे, 

  OP =OQ   

  (एक ही ितृ्त की वत्रज्याएुँ) 

  OA = OA (उभयतनष्ठ भुिाएुँ) 

  APO = AOQ = 900  (स्पशा वबूंद ुसे िाती हुई वत्रज्या, स्पशा रेखा पर लूंब   
     होती है।) 

  OPA  OQA  (समकोि-किा-भुिा सिाांगसमता) 

 अतिः AP = AQ  (सिाांगसम वत्रभिु के सूंगत भाग) 

 उपरोक्त प्रमेय की उपपवत्त में OPA  OQA अतिः  OAP = OAQ आप कह सकतें हैं डक ितृ्त का 
केरि PAQ के कोिाद्धाक पर णस्र्त है। इस तथ्य का उपयोग ऐसे ितृ्त खीूंचने में डकया िा सकता है िो दो 
प्रततच्छेदी रेखाओूं को स्पशा करता है। विशेष रूप से एक ऐसा ितृ्त भी खीूंचा िा सकता है िो वत्रभिु की तीनों 
भुिाओूं को स्पशा करेगा। इस ितृ्त को वत्रभिु का अूंतिःितृ्त और इसके केरि को वत्रभुि का अूंतिःकेरि कहा िाता 
है। 

उदाहरििः-16.  दी गई आकृतत-89 में OP = 13 सेमी. तर्ा ितृ्त की वत्रज्या 5 सेमी. है। वबूंद ुP से ितृ्त पर खीूंची 
गई स्पशा रेखा PT तर्ा PS की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

हलिः- OPT  मे, 

        OTP = 900                                       

 समकोि  OPT  में 

 𝑂𝑃2 = 𝑂𝑇2 + 𝑃𝑇2  

या 132 = 52 + 𝑃𝑇2 

या 𝑃𝑇2 = 132 − 52 

 𝑃𝑇2 = 169 − 25 
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 𝑃𝑇2 = 144 

 𝑃𝑇2 = 12 सेमी. 

हम िानते हैं डक 

  PS = PT 

 अतिः  PS = 12 सेमी 

 अतिः स्पशा रेखा  PT = PS = 12 सेमी. 

उदाहरििः-17. दी गई आकृतत-90 में O ितृ्त का केरि है तर्ा PA और PB ितृ्त की स्पशा रेखाएुँ इस प्रकार हैं 
APB = 600 हो तो AOB का मान ज्ञात कीणिए। 

हलिः- चतुभुाि AOPB में,  

 OAP = OBP = 900 

तर्ा  OAP + APB + PBO + AOB = 3600 

 900 + 600 + 900 + AOB = 3600 

 2400 +  AOB = 3600 

 AOB = 1200 

  

उदाहरििः-18. दी गई आकृतत-73 में P , Q तर्ा R एक ितृ्त के बाह्य वबूंद ुहैं, णिसका केरि O है। स्पशा रेखा 
PA, QB  तर्ा RC की लूंबाइयाुँ क्रमशिः 3 सेमी,,4 सेमी, और 5 सेमी, हैं। PQR का पररमाप ज्ञात कीणिए। 

हलिः- ितृ्त के बाह्य वबूंद ुसे ितृ्त पर खीूंची गई स्पशा रेखाओूं की लूंबाईयाुँ बराबर होती हैं। 

  PC = PA = 3 सेमी. 

  QA = QB = 4 सेमी. 

  RB = RC = 5 सेमी.                                           

  PQ = PA + AQ  

  PQ =  3 + 4 =  7 सेमी. 

  QR = QB +BR 

  QR = 4 +5 = 9  सेमी. 

  PR = PC +CR  

   PR = 3 +5  = 8 सेमी.  

 अतिः PQR की पररमाप = PQ + QR +PR 

              = 7 + 9 + 8  सेमी.  



285 
 

         = 24 सेमी. 

 उदाहरििः-19. केरि O िाले ितृ्त पर, एक बाह्य वबूंद ुT से दो स्पशा रेखाएुँ TP तर्ा TQ खीूंची गई हैं। तसद्ध 
कीणिए डक PTQ = 2 OPQ है। 

हलिः-  PTQ  = 𝜃 माना  

 TP = TQ  (प्रमेय 12 से)   
  

 अतिः TPQ   एक समडद्वबाहु वत्रभुि है णिसमें 

  PTQ  + PTQ  =1/2(180 − 𝜃) 

  TPQ = 900 −
1

2
θ  

      OPT = 900 है। (प्रमेय 11 से) 

           OPQ = OPT −  TPQ 

  900 − (900 −
1

2
 𝜃 

   =
1

2
 𝜃 

  =
1

2
 PTQ 

 अतिः PTQ = 2OPQ   तसद्ध हुआ।  

  

िीिा के खण्ड 

 च्फ एक ितृ्त की िीिा है और R ितृ्त के अूंदर PQ पर णस्र्त एक वबूंद ुहै। तब यह कहा िाता है डक 
वबूंद ुR िीिा PQ को दो खण्डों PR और RQ में अूंतिः विभाणित करता है। इसी प्रकार यडद S ितृ्त के बाहर रेखा 
PQ पर णस्र्त एक वबूंद ुहो तब यह कहा िाता है डक वबूंद ुS िीिा PQ को दो खण्डों SP और SQ में बाह्य 
विभाणित करता है। 

 

 

 

 

 

स्पशा रेखा और छेदक रेखा के बीच सूंबूंध 

 हमने ितृ्त के बाह्य वबूंद ुसे खीूंची गयी दो स्पशा रेखाओूं के बीच सूंबूंध देखा है । लया ितृ्त के बाह्य वबूंद ु
से खीूंची गयी छेदक रेखा तर्ा स्पशा रेखा में कोई सूंबूंध है?  
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प्रमेय - 13 

कर्न - यडद PAB ितृ्त की छेदक रेखा हो िो ितृ्त को A और B पर प्रततच्छेद करती है और PT एक स्पशा 
रेखाखण्ड हो तो    𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = 𝑃𝑇2  

डदया है - ितृ्त की छेदक रेखा PAB  िो ितृ्त को A और B पर प्रततच्छेद करती है और PT  पर स्पशा रेखाखण्ड 
है। 

तसद्ध करना है -  𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = 𝑃𝑇2 

रचना – AB  पर लूंब OL  खीूंतचए। OP, OT और OA को तमलाइए। 

उपपवत्त -  

𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = (𝑃𝐿 − 𝐴𝐿)(𝑃𝐿 + 𝐿𝐵) 

                  = (𝑃𝐿 − 𝐴𝐿)(𝑃𝐿 + 𝐴𝐿) 

  (केरि से िीिा पर डाला गया लूंब िीिा को  समडद्वभाणित करता है) 

   =   𝑃𝐿2 − 𝐴𝐿2 

              = 𝑃𝐿2 − (𝑂𝐴2 − 𝑂𝐿2)               (पाइर्ागोरस प्रमेय से) 

   = 𝑃𝐿2 − 𝑂𝐴2 + 𝑂𝐿2  

 = 𝑃𝐿2 + 𝑂𝐿2 − 𝑂𝐴2        ( OPLमें पाइर्ागोरस प्रमेय से) 

   = 𝑂𝑃2 − 𝑂𝐴2                    (OA=OT=वत्रज्या) 

   = 𝑃𝑇^2          (पाइर्ागोरस प्रमेय से) 

       𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = 𝑃𝑇2 

 करके देखें  

 यडद डकसी ितृ्त की िीिाएुँ एक द सरे को ितृ्त के अूंतगात या बडहगात प्रततच्छेद करती हैं तो डकसी एक 
िीिा के खण्डों से बनने िाले आयत का के्षत्रफल द सरी िीिा के खण्डों से बनने िाले आयत के के्षत्रफल के बराबर 
होता है अर्ाात ्    𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶 ∗ 𝑃𝐷       
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उदाहरििः-20. AB तर्ा CD ितृ्त की दो िीिाएुँ है, िो वबूंद ुP पर ितृ्त को अूंतिःभाग में काटती हैं। यडद PA = 
2 सेमी., PB = 3 सेमी., तर्ा PC = 4 सेमी., है ती PD की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

हलिः- डदया है,  

PA = 2 सेमी., PB = 3 सेमी., तर्ा PC = 4 सेमी.,   

  माना PD = x सेमी.  

 हम िानते हैं डक  𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶 ∗ 𝑃𝐷  

      2 ∗ 3 = 4 ∗ 𝑥    

    𝑥 =
6

4
 

    x = 1.5  सेमी.      

    PD = 1.5 सेमी. 

उदाहरििः-21. िीिाएुँ PQ तर्ा RS ितृ्त के बाहर एक वबूंद ुM पर एक द सरे को काटती हैं। यडद MQ=3 सेमी. 
MP = 8 सेमी., तर्ा MS = 4 सेमी. है, तो MR  और िीिा RS की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

हलिः- डदया गया है, MQ=3 सेमी. MP = 8 सेमी., तर्ा MS = 4 सेमी. 

 माना MR = X सेमी.                     
   हम िानते हैं डक  𝑀𝑄 ∗ 𝑀𝑃 = 𝑀𝑆 ∗ 𝑀𝑅  

   3 ∗ 8 = 4 ∗ 𝑀𝑅 

    𝑀𝑅 = 24/4  

   

   MR = 6 सेमी  

      िीिा RS =MR- MS 

                =6  -  4  

         िीिा = 2 सेमी. 

उदाहरििः-22. दी गई आकृतत-99 में PA= 4 सेमी. तर्ा PB = 9 सेमी. तो PT की लूंबाई ज्ञात कीणिए। 

हलिः- हम िानते हैं डक      𝑃𝐴 ∗ 𝑃𝐵 = 𝑃𝑇2 

                          4 ∗ 9 = 𝑃𝑇^2                                           

         𝑃𝑇2  =    36                                      

               PT    =    6 सेमी. 
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एक स्पशा रेखा तर्ा िीिा द्वारा बनाए गए कोि 

 माना एक ितृ्त का केरि O है तर्ा AB इस ितृ्त के वबूंद ुP पर स्पशा रेखा है। वबूंद ुP से ितृ्त की िीिा 
PQ  खीूंतचए । दीघा चाप PQ में एक वबूंद ुR लीणिए। 

 दीघा चाप PRQ , िीिा PQ  द्वारा बनाया गया ितृ्तखूंड का एकाूंतर ितृ्तखूंड कहलाता है। 

 आकृतत-100 में, QPB = X0  हो तो OPQ = 900 − 𝑋0     (लयों ?) 

         OPQ = OQP = 900 − X0        (OP  =  OQ वत्रज्या) 

  POQ में     

           POQ = 1800 − [(900 − X0) + (900 − X0)] 
  

  = 1800 − [1800 − 2𝑋0] 

  = 2𝑋0 

   PRQ =
1

2
 POQ  

  =
1

2
 2𝑋0 

 = 𝑋0 

अतिः हम कह सकते हैं डक ’’डकसी िीिा द्वारा, दी गई स्पशा रेखा के सार् उनके स्पशा वबूंद ुपर बना कोि, उस 
िीिा द्वारा एकारतर ितृ्तखण्ड में बने कोि के बराबर होता है।’’ 

 यह भी एक प्रमेय है णिसका उपयोग ितृ्त की स्पशा रेखा खीूंचने में करते हैं िब ितृ्त के केरि का पता 
न हो। 

 

उदाहरििः-23. दी गई आकृतत-101 में PQ ितृ्त की स्पशा रेखा है यडद AOB ितृ्त का व्यास है तर्ा 𝑆𝐴𝐵 =

500है तो 𝐴𝑆𝑃 ज्ञात कीणिए। 

हलिः- 𝐵𝑆𝑄 = 𝑆𝐴𝐵 = 500 

 (एकारतर ितृ्तखण्ड के पररिाम द्वारा) 

 𝐴𝑆𝐵 = 900 

 (व्यास द्वारा बना कोि) 

 𝐴𝐵𝑆 + 𝐴𝑆𝐵 + 𝐵𝐴𝑆 = 1800 

 𝐴𝐵𝑆 = 400 

 𝐴𝑆𝑃 = 𝐴𝐵𝑆 
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 𝐴𝑆𝑃 = 400 (एकारतर ितृ्तखण्ड के पररिाम द्वारा)  

उदाहरििः-24. स्पशा रेखा MN ितृ्त को वबूंद ुP पर स्पशा करती है। PQ िीिा इस प्रकार है डक 𝑄𝑃𝑁 = 520तब  
𝑃𝑂𝑄   का मान ज्ञात कीणिए िहुँ O ितृ्त का केरि है।  

हलिः- वबूंद ुR ितृ्त की पररतध पर एक वबूंद ुहै केरि O को  P  और O से तमलाए। इसी प्रकार R को P तर्ा Q 
से। 

𝑄𝑃𝑁 = 𝑃𝑅𝑄 = 520 (च ुँडक डकसी िीिा द्वारा, दी गई स्पशा रेखा के 
सार् उनके स्पशा वबूंद ुपर बना कोि, उस िीिा द्वारा एकारतर ितृ्तखण्ड में 
बने कोि के बराबर होता है।)  

 𝑄𝑃𝑁 = 2𝑃𝑅𝑄     (केरि पर बना कोि ितृ्त के पररतध के शेष भाग 
में बने कोि का दगुनुा होता है।)  

 

𝑃𝑂𝑄 = 2 ∗ 520 

𝑃𝑂𝑄 = 1040 

 

 

 

 

प्रश्नािली 5 

1.  एक वबूंद ुच ्से िो ितृ्त के केरि से 10 सेमी. द री पर है, ितृ्त पर स्पशा रेखा की लूंबाई 8 सेमी. है। ितृ्त 
की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 

 

2.  दी गई आकृतत-103 में 𝑃𝑂𝑄 = 1000    AP तर्ा AQ  ितृ्त की स्पशा रेखाएुँ हैं। 𝑃𝐴𝑂 का मान ज्ञात 
कीणिए। 
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3.  तसद्ध कीणिए डक डकसी ितृ्त के डकसी व्यास के तसरों पर खीूंची गई स्पशा रेखाएुँ समाूंतर होती हैं। 

4.  एक ितृ्त एक चतभुुाि ABCD के चारों भिुाओूं को स्पशा करती है। तसद्ध कीणिए डक  

 AB + CD = BC + DA 

5.  तसद्ध कीणिए डक डकसी बाह्य वबूंद ुसे डकसी ितृ्त पर खीूंची गई स्पशा रेखाओूं के बीच का कोि स्पशा 
वबरदओुूं    को तमलाने िाली रेखाखण्ड द्वारा केरि पर अूंतररत कोि का सूंप रक होता है। 

6.  तसद्ध कीणिए डक ितृ्त के दो समाूंतर स्पशा रेखाओूं के बीच खीूंची गई एक अरय स्पशा रेखा का अूंतिःखण्ड, 

केरि पर समकोि अूंतररत करता है।  

      

 

           

     

     हमने सीखा 
 

 1. उन सभी वबूंदओुूं का सम ह िो तल मे एक तनयत वबूंद ुसे समान द री पर णस्र्त  
  हो तर्ा एक बूंद   आकृतत बनाता हो ितृ्त कहलाता है। 

 2. एक ितृ्त की बराबर िीिाएुँ केरि पर बराबर कोि अूंतररत करती है। 

 3. एक ितृ्त की िीिाओूं द्वारा केरि पर अूंतररत कोि बराबर हों तो िे िीिाएुँ बराबर  
  होती है। 

 4. ितृ्त के केरि से िीिा पर डाला गया लूंब िीिा को समडद्वभाणित करता है। 

 5. एक ितृ्त के केरि से एक िीिा को समडद्वभाणित करने के तलए खीूंची गई रेखा   
 िीिा पर लूंब होती है। 

 6. तीन अूंसरेख वबूंदओुूं से होकर एक और केिल एक ितृ्त खीूंचा िा सकता है। 

 7. एक ितृ्त की बराबर िीिाएुँ केरि से समान द री पर होती हैं। 

 8. ितृ्त के डकसी चाप द्वारा केरि पर अूंतररत कोि, ितृ्त के पररतध के शेष भाग के   
 डकसी वबूंद ुपर अूंतररत कोि का दगुनुा होता है। 

 9. ितृ्त के पररतध के डकसी वबूंद ुपर व्यास द्वारा अूंतररत कोि समकोि होता है। 
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 10. ितृ्त के एक ही खण्ड में बने कोि आपस में बराबर होते हैं। 

 11. चक्रीय चतभुुाि के सम्मुख कोिों के डकसी एक यगु्म का योग होता है। 

    

 12. यडद डकसी चतभुुाि के सम्मुख कोिों के डकसी एक यगु्म का योग हो तो   
  िह चतभुुाि चक्रीय चतुभुाि होता है। 

 

 13. स्पशा वबूंद ुसे खीूंची गई वत्रज्या ितृ्त की स्पशा रेखा पर लूंब होती है। 

 

 14. बाह्य वबूंद ुसे ितृ्त पर खीूंची गई स्पशा रेखाओूं की लूंबाइयाुँ बराबर होती है। 

 

 15. डकसी िीिा द्वारा, दी गई स्पशा रेखा के सार् उनके स्पशा वबूंद ुपर बना कोि,   

  उस िीिा द्वारा  एकारतर ितृ्तखण्ड में बने कोि के बराबर होता है।  
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                                                          ज्यातततमया रचनाएुँ 
                                                                         [Geometrical Shapes] 
 

    13 

      
पररचय (Introduction) 

 ज्यातमतीय रचना करने से तात्पया परकार और रूलर की 
सहायता से माप कर ज्यातमतीय आकृततयाुँ बनाना है। ज्यातमतीय 
रचना के द्वारा हम ज्यातमतत की कई अिधारिाओूं, सूंबूंधों ि 
उपपवत्तयों को अनभुि कर सकते हैं और उनके बारे में सोच सकते 
हैं। हम उन अिधारिाओूं का उपयोग कर ऐसी ज्यातमतत रचनाएुँ 
करेंगे िो हमने पढ़ी है। रतचत करने के सार्-सार् कुछ रचनाओूं 
का विशे्लषि भी करेंगे णिससे हम ये समि सकें गे डक ये रचनाएुँ 
डकस तरह की िाती हैं और लयों? इस बात को समिने के तलए 
हम डदए गए सिालों के अनसुार रचनाओूं को बनाते समय उनके 
बारे में सोचेंगे ि चचाा करेंगे। 
गणित में तका , प्रमाि (Proof) आडद को ध्यान में रखकर सिाल 
हल डकए िाते है। सिाल हल करना और यह देखना डक लया कोई 
सिाल एक से ज्यादा तरीके से हल डकया िा सकता है। कौनसा 
तरीका ज्यादा उपयकु्त और आसान िसैी बातें सोचना महत्िप िा 
है। यह सिाल करना ि सोचना हमारी ताडका क और सिृनात्मक 
क्षमता का विकास करता है। 
 आइए, कुछ ज्यातमतीय रचनाएुँ करते हैं- 
रचना-1: समान कोि की रचना करना  

 एक कोि डदया गया है, हमें उसके बराबर एक द सरे कोि की रचना करनी है। यह काम हम कैसे करेंगे? 

एक तो यह कर सकते हैं डक एक चाुँदे की मदद से कोि को माप लें। डफर उसके बराबर कोि बना लें। लेडकन 
यडद हमारे पास कोि मापने का कोई उपकरि नहीूं है तो  हम लया करेंगे? आइए देखें – 

पद-1 इस रचना पर काम करने से पहले हमें तनम्न सिालों पर सोचने से मदद तमलेगी- 
 

1. सिाल में लया िानकारी दी गई है, इसे कैसे करना होगा और दी गई िानकाररयों में से कौन-सी उपयोगी 
है? 

अभी तक आपने स्केल और चाुँदे की सहायता 
से तनणश्चत माप के रेखाखूंड और कोि बनाए 
हैं। इस अध्याय में हम परकार और रूलर के 
उपयोग से रचना करेंगे। 
रूलर का रचना में उपयोग: हम िानते हैं डक 
डकरहीूं दो वबूंदओुूं A और B दोनों से गुिरने 
िाली तसफा  एक सरल रेखा खीूंची िा सकती है 
(अतभगहृीत)। हम रूलर का उपयोग रेखा AB, 

रेखाखूंड AB या डकरि AB बनाने के तलए कर 
सकते हैं। 
परकार का रचना करने में उपयोग: ितृ्त की 
पररभाषा से हम िानते हैं डक एक तनणश्चत 
वबूंद ुऔर वत्रज्या से केिल एक ितृ्त बनाया िा 
सकता है। यहाुँ हम परकार का उपयोग ितृ्त या 
चाप बनाने के तलए करेंगे। 
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  हमें एक कोि डदया है और हमें इसके बराबर कोि की रचना करनी है। 
 यडद डदया गया कोि ABC है तो एक कोि त्च्फ की रचना इस प्रकार करनी है डक ∠RPQ =  ∠ABC हो। 
 

2. दी गई िानकाररयों के आधार पर रचना करते समय डकन ज्यातमतीय अिधारिाओूं का उपयोग हो 
सकता है? 

 

 

  

 हमें पता है डक यडद हम डकसी डकरि को एक णस्र्तत से द सरी णस्र्तत तक घमुाते हैं तो उस घमुाि का 
मान ही कोि होता है। डकरि BC को BA तक घमुाने पर हमें कोि ABC प्राप्त होता है। (आकृतत-1) 

 यडद एक डकरि PQ बनाएुँ और उसे इतना घमुाएुँ णितना BC को  BA तक घमुाया गया है। लेडकन यह 
होगा कैसे? 

 यडद BC और  BA पर क्रमशिः दो वबूंद ुX,Y इस प्रकार लें डक BX = BY और PQ पर वबूंद ुS इस प्रकार लें 
डक BX = PS (आकृतत-2) 

 अब B और X के सापेक्ष Y की िो णस्र्तत है िसैी ही णस्र्तत पर एक वबूंद ु(मान लें T) P और S के 
सापेक्ष ढ ुँढ़ तलया िाए तो डकरि PT,  BY के सूंगत होगी। (आकृतत-3) 

 

यह वबूंद ुT,  PS वत्रज्या के चाप पर S से XY द री पर णस्र्त होगा। 
 यडद PT को तमलाते हुए च्त ्डकरि खीूंची िाए तो ∠TPS, ∠YBX (या ∠ABC) के बराबर होगा। 
 

पद-2:  कच्चा तचत्र बनाने के बाद चरिबद्ध रूप से ज्यातमतत रचना की िा सकती है। 
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रचना के चरि:- 
1. एक वबूंद ुP लेते हैं। P से एक डकरि PQ खीूंचते हैं। 
यह डकरि नये कोि की एक भुिा होगी।  

2. अब डदए गए कोि ABC के शीषा B से डकसी भी 
माप का एक चाप काटते हैं िो BA को J पर और BC को K 
पर प्रततच्छेद करता है। (आकृतत-4) देणखए।  

3. अब हम इसी माप का चाप वबरद ुP से  काटते हैं 
िो डकरि PQ को M पर प्रततच्छेद करता है। (आकृतत-5) 

4. अब वबूंद ुK से KJ का माप लेते हैं और वबरद ुM से 
इसी माप का एक चाप, पहले िाले चाप पर काटते हैं और प्रततच्छेद वबरद ुको L नाम देते हैं। (आकृतत-5) 

5. अब हम P से L को िोड़ते हुए एक डकरि PR खीूंचते हैं।  

  ∠RPQ अभीष्ट कोि है।   

 ∠RPQ =  ∠ABC  

पद-3 रतचत आकृतत को िाुँचना- रतचत आकृतत सिाल में दी गई िानकारी के अनसुार है या नहीूं, इसे हम 
माप के अलािा प्रमाि के माध्यम से भी िाुँच सकते हैं। 
आइए, अब देखें डक लया प्राप्त कोि डदए हुए कोि 
के बराबर है? 

इसके तलए हम दोनों के तचत्रों के सूंदतभात कोिों 
को लेते हुए वत्रभुि बनाते हैं। वबरद ुM  को L 
से और K को J से िोड़ें णिससे ∆PML और ∆BKJ  

बन िाएुँगे। 
यडद हम ∆PML और ∆BKJ को देखें तो पाएुँगे डक- 
PM  =  BK (रचना से), 
ML   =  KJ (रचना से)  
PL  =  BJ (रचना से) 
इसतलए ∆PML ≅ ∆BKJ (SSS सिाांगसमता से) 
अतरू ∠LPM = ∠JBK 

इस प्रकार  ∠RPQ  =  ∠ABC 

 

उदाहरि-1. डदए गए रेखाखूंड के बराबर एक रेखाखूंड की रचना करें। 
हल:  

 पद-1 हमें एक रेखाखण्ड ।ठ  डदया गया  है। एक ऐसे रेखाखूंड की रचना 
करनी है िो ।ठ के बराबर हो।  

 

पद-2: रचना के चरि:- 
 1.  एक रेखा खीूंचें, इसे l मानें। 
 2.  l पर कोई भी वबरद ुX चुनें। 
 3.  अब परकार पर AB के बराबर वत्रज्या  लें। X को केरि मानकर, रेखा l पर चाप बनाएुँ और 
कटान वबरद ुको Y नाम दें।   
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  रेखाखूंड XYZ रेखाखूंड AB के सिाांगसम है। 
पद-3: प्रमाि:- 
यहाुँ हमने AB  को वत्रज्या लेकर और केरि ‘X’  से चाप बनाया। इसतलए XY = AB   

 

उदाहरि-2. दो कोि डदए गए हैं। एक ऐसे कोि की रचना करें णिसकी माप डदए हुए दोनाूंेे कोिों के 
योगफल के बराबर हो। 
हल: रचना-1 का उपयोग करते हुए ∠A के सिाांगसम कोि ∠LON बनाएुँ। इसी तरह OL को एक भिुा मानते हुए 
∠MOL बनाएुँ िो ∠B के सिाांगसम हो।  

 यानी ∠LON +  ∠MOL  =  ∠A +  ∠B  

 
 

   करके देखें  

 

 1. उदाहरि-2 में की गई रचना के चरि विस्तार से स्ियूं तलणखए। 
 2 30° और 90° माप के कोि बनाइए। बताइए डक यह कैसे बनाया? 

 3. भुिा की कोई भी माप लेते हुए एक समबाहु वत्रभुि की रचना कीणिए। 
               4. एक रय नकोि बनाइए और एक ऐसे कोि की रचना कीणिए णिसका मान पहले बनाए गए 
रय नकोि के मान से दोगनुा हो। 
 

रचना-2: समाूंतर रेखा की रचना करना  

 

हम यहाुँ एक सरल रेखा के बाहर णस्र्त वबूंद ुसे उस रेखा के समाूंतर रेखा खीूंचना 
चाहते हैं। हमने णिन पदों में पहली रचना की है आइए उरहीूं पदों का उपयोग 
करते हुए समाूंतर रेखा की रचना करते हैं। 
पद-1:  रचना शुरू करने से पहले तनम्नतलणखत सिालों पर सोचना:- 
1.  सिाल में लया िानकारी दी गई है? डकस क्रम में इनका उपयोग करना है? 

लया रचना करनी है? डकस क्रम में करनी है? 

  दी गई िानकारी में से कौन-सी उपयोगी है और कौन सी नहीूं? 

यहाुँ हमें एक रेखा दी गई है और एक वबूंद।ु यह वबूंद ुदी गई रेखा के बाहर णस्र्त 
है। हमें उस वबूंद ुसे समाूंतर रेखा की रचना करनी है। आकृतत - 13 

2. दी गई िानकारी के आधार पर रचना करते समय डकन ज्यातमतीय अिधारिाओूं का उपयोग करना 
होगा? 
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हमें पता है डक यडद एक ततयाक रेखा दो रेखाओूं को प्रततच्छेद करे और उन पर बने सूंगत कोि बराबर हों तो 
दोनों रेखाएुँ समाूंतर होती हैं। 
  तो हम डदए गए वबूंद ुसे ततयाक रेखा की रचना कर सकते हैं िो दी गई रेखा को प्रततच्छेद 
करे 
ततयाक रेखा और दी गई रेखा के बीच बने कोि के बराबर कोि, वबूंद ुपर बनाएुँ तो प्राप्त रेखा दी गई रेखा के 
समाूंतर होगी। 
 

पद-2:  एकवत्रत िानकारी के आधार पर कच्चा तचत्र बनाकर सोचना डक अपेणक्षत आकृतत का कौन-कौन सा 
डहस्सा हमें ज्ञात हो गया है। आकृतत की रचना के तलए हमें और लया चाडहए। डफर अूंत में चरिबद्ध रूप से 
ज्यातमतत रचना करना। 
 

रचना के चरि: 
 एक रेखा PQ और एक वबूंद ुR डदए गए हैं। 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

हमें  
PQ के समाूंतर एक रेखा की रचना करनी है िो R से गिुरती हो। 
1. R से एक ततयाक रेखा खीूंचे हैं िो PQ को डकसी वबूंद ुJ पर प्रततच्छेद करे। हमें पता है डक यडद सूंगत 
कोि बराबर हो तो रेखाएुँ समाूंतर होती हैं। 
2. अब हम वबूंद ुJ से डकसी भी माप का एक चाप काटते हैं िो PQ को M और JR को N पर प्रततच्छेद 
करती है। (आकृतत-15) 

3. अब इसी माप का एक चाप वबूंद ुR से बनाते हैं िो JR को ि ्पर प्रततच्छेद करती है। (आकृतत-16)  

4. अब MN की माप लेकर वबूंद ुO से एक चाप काटते हैं िो पहले बनाए गए चाप को X पर प्रततच्छेद 
करता है। 
अब हम वबूंद ुR से X को िोड़ते हुए एक रेखा RS खीूंचते हैं  

 इस प्रकार, रेखा PQ के समाूंतर रेखा RS होगी। (आकृतत-17) 

 

पद-3:   रची हुई आकृतत को िाुँचना: यह देखना डक रची हुई आकृतत अपेणक्षत आकृतत के अनसुार है या नहीूं।  

 प्रमाि - रचे हुए तचत्र को देखें- 
 च ुँडक ∠ORX  =  ∠RJM (सूंगत कोि) 
 तो हम कह सकते हैं डक RS || PQ  
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प्रश्नािली-1 

 
 1. कॉपी पर ‘a’  और ‘b’ दो रेखाखण्ड बनाएुँ। अब तनदेशानसुार रेखाखूंडों की रचना करें। 
 (a) a + b (b) b - a  

 (c) 2b + a (d) 3a – b 

 

2. परकार और रूलर की सहायता से इन मापों के कोि बनाएुँ- 
150, , 450- , 1050 ,  750   

 

3. दो कोि X0 (अतधककोि) और Y0 (रय नकोि) डदए हैं- 
 तनम्नतलणखत मापों के कोि बनाएुँ - 
 (a) Xº - Yº  (b) Xº + Yº  

 (c) (180 - X)º (d) 2Yº  

 

 

 

 

4. आपको तीन तनणश्चत मापों ‘r’  ,  ‘s’  और ‘t’  के रेखाखूंड डदए गए हैं।  
(i) लया इन रेखाखूंडों से वत्रभुि की रचना सूंभि है? यडद हाुँ तो वत्रभुि      बनाएुँ। 
 (ii) लया s, t ि r + t से वत्रभिु बन पाएगा? 

5. एक वत्रभिु ABC  की रचना कीणिए। अब शीषा A से भिुा BC के समाूंतर 
एक रेखा की रचना कीणिए। शीषा A पर बने कोिों के योग और वत्रभुि के सभी 
कोिों के योग की िाुँच कीणिए।  

 

 

 

रचना - 3: डदये गये अनुपात में रेखाखूंड की रचना 
 

 इस रचना के तलए हम रे्ल्स प्रमेय का उपयोग करेंगे। समरूप 
वत्रभुि में आपने रे्ल्स प्रमेय पढ़ा होगा णिसके अनसुार, ’’यडद डकसी 
वत्रभुि में एक भिुा के समाूंतर कोई ऐसी रेखा खीूंची िाए िो बाकी 
दोनों भुिाओूं को काटे, तो यह समाूंतर रेखा दोनों भुिाओूं को बराबर 
अनपुात में विभाणित करेगी।’’ 
डदए गए वत्रभिु ABC में PQ और BC समाूंतर हैं, तो रे्ल्स प्रमेय से हम 
कह सकते हैं डक 𝐴𝑃

𝐴𝐵
=

𝐴𝑄

𝐴𝐶
  (आकृतत-18)  

 यडद AP  = 
1

3
 𝐴𝐵   ।ठए तो रे्ल्स प्रमेय से हम कह सकते हैं 

डक   AQ = 
1

3
𝐴𝐶 

 
 



298 
 

उदाहरि-3. डदए गए रेखाखूंड AB पर एक वबूंद ुC ढ ुँडढ़ए णिसमें AC : AB  =  2 : 3  

हल:  

 

पद 1: हमें एक रेखाखूंड AB डदया हुआ है और हमें उस पर एक वबूंद ुC इस तरह प्राप्त करना है डक AC : AB  =  
2 : 3  रू 3 

 यानी रेखाखूंड ।ब ्का माप, रेखाखूंड AB(डदए गए रेखाखूंड) का 2
3
  होगा। (आकृतत-19)  

सोचें डक रचना कैसे करेंगे: च ुँडक AC : AB  =  2 : 3  

AB को 3 बराबर भागों में विभाणित करूंेे और उसमें दो भाग लें तो िह प रे 
रेखाखूंड के 2

3
 के बराबर होगा। 

 

 

 

 

हमें यह पता है डक डकसी वत्रभुि में एक भुिा के समाूंतर रेखा अरय दोनों भुिाओूं को समान अनपुात में 
विभाणित करती है। आकृतत -21 

तो लयों न AB  के सार् रय नकोि बनाती हुई एक डकरि खीचें  णिस पर 3 बराबर भाग तलए िा सकें । अब 2 : 

3 अनपुात को ध्यान में रखकर तीसरे वबूंद ुको ठ से तमलाएुँ और इसी के समाूंतर द सरे वबूंद ुसे एक रेखा खीूंचें। 

 

पद 2: रचना के चरि 

 1.  वबूंद ुA से कोई भी रय नकोि बनाते हुए एक डकरि AX खीूंचते हैं। 
 2. AX पर 3 बराबर चाप काटें। इरहें AA

1
, A

1
A

2
, A

2
A

3
  नाम देते हैं। 

   AA
1
 = A

1
A

2
 = A

2
A

3
     

 3. अब A3 से B को तमलाएुँ और A2 से A3B के समाूंतर रेखा खीूंचें िो AB को ‘C’   
   पर प्रततच्छेद करती है।    

    AC   अभीष्ट रेखाखूंड है, च ुँडक AC : AB  =  2 : 3 

 

पद 3: प्रमाि: हम ज्यातमतत रचना के आधार पर कैसे कह सकते हैं डक  
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

2

3
 

 ∆ABA3   और ∆ACA2 में A2 C || A3 B  (रचना से) 
रे्ल्स प्रमेय से हम कह सकते हैं डक, 

 
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3
……………………………….(i) 

रचना से हमें ज्ञात है डक, 
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𝐴𝐴2

𝐴𝐴3
 = 

2

3
 (च ुँडक AA3 तीन बराबर भागों में विभाणित है।) 

 

अतिः 
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3
=

2

3
 

 

 

 

उदाहरि-4. एक ऐसे रेखाखूंड की रचना कीणिए िो डक डदए गए रेखाखूंड के माप का  हो। 
हल:  

पद 1:      हमें रेखाखूंड AB डदया है, एक वबूंद ुC लेना है णिससे  

 AC : AB = 3 : 2 
 

वपछले उदाहरि में वबूंद ुC दोनों वबूंदओुूं  A और B के बीच में णस्र्त र्ा। इस उदाहरि में वबूंद ुC ऐसा है डक 
AC : AB = 3 : 2  इसतलए वबूंद ुC रेखाखूंड AB के बाहर णस्र्त होगा।  िब रेखाखूंड AC  रेखाखूंड AB से बड़ा 
होगा तभी AB का 3

2
 गनुा हो सकेगा। 

 

पद 2: रचना के चरि: 
 

1.  वबूंद ुA से रय नकोि बनाते हुए एक डकरि AY खीचें  और रेखाखूंड AX को x तक बढ़ाएुँ। 
 (AB को X तक इसतलए बढ़ाया लयोंडक हमें एक ऐसा वबूंद ुC चाडहए णिससे AC : AB = 3 : 2) 

 

2. AY पर 3 बराबर चाप काटें उरहें A
1
, A

2
, A

3 
 

 

3. अब A2 को B से िोड़ें और A3 से A2B के समाूंतर रेखा खीूंचें िो AX को ब ्पर काटे। 
 अभीष्ट वबरद ुC, AX पर इस प्रकार है डक 

𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

3

2
  

 

 
 

पद 3: प्रमाि: लया हम ज्यातमतत रचना के आधार पर कह सकते हैं डक 𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

3

2
?  

 

∆ ACA3   और ∆ABA2  में 
A2B || A3C       (रचना से) 
 

   
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

𝐴𝐴3

𝐴𝐴2 
             …………………………(1) (रे्ल्स प्रमेय से) 
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रचना से हमें यह पता है डक, 

 
𝐴𝐴3

𝐴𝐴2
=

3

2
 

अतिः समीकरि (1) से 𝐴𝐶

𝐴𝐵
=

3

2
 

इस रचना में हमें रेखा खण्ड AC  तमला है िो दी गई रेखा खण्ड AB  से एक तनणश्चत अनपुात में बड़ा है। AC = 

3

2
𝐴𝐵 या हम यह भी कह सकते हैं डक वबूंद ु‘C’ रेखाखण्ड AB  को 3: 2 में विभाणित करता है। 

 

 

समरूप वत्रभुि की रचना 
 

 हम िानते हैं डक समरूप बहुभिु में सूंगत कोि बराबर होते  हैं  और सूंगत भुिाएुँ 
समान अनपुात में होती हैं।  

  

समरूपता की यही दो कसौडटयाुँ वत्रभिु पर भी लाग  होती हैं।  

 

रचना - 4: डदए गए वत्रभुि ABC  के समरूप एक वत्रभुि की रचना करें णिसकी भुिाएुँ 
वत्रभुि ABC  की सूंगत भुिाओूं के 3

5
 हो। 

 

पद 1:      हमें वत्रभुि ABC  डदया गया है णिसके समरूप वत्रभुि की रचना करनी है। हमें पता है डक समरूप 
वत्रभुि में सूंगत कोि बराबर और सूंगत भिुाएुँ समानपुाततक होती हैं। यहाुँ अनपुात 

3

5
  डदया है। पहले की गई 

रचनाओूं का उपयोग करते हुए समरूप वत्रभुि बनाते हैं। 
 

पद 2: रचना के चरि 

1.  वबूंद ुB से A के द सरी ओर एक रय नकोि बनाते हुए एक डकरि BX खीूंचें।  

 

2.  अब BX पर 5 बराबर चाप काटूंेे और उरहें क्रमशिः B
1
, B

2
,B

3
, B

4
, B

5
  नाम दें।  

 इससे हमें         BB
1 
= B

1
B

2
 = B

2
B

3
= B

3
B

4
= B

4
B

5  
  प्राप्त होते हैं। 

 

 

 

 

 

 

3.  अब B5 से C तमलाएुँ और B3 से B5C के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो BC को P पर प्रततच्छेद करे। 
4. अब P से AC के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो AB को Q पर प्रततच्छेद करे QBP  अभीष्ट वत्रभिु है।  
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पद 3: प्रमाििः  

 

कैसे िाुँचें डक ∆QBP   और ∆ABC  , समरूप वत्रभुि हैं?  

एक तरीका तो यह होगा डक हम दोनों वत्रभिु की भिुाओूं को माप लें और देखें डक सूंगत भुिाएुँ समानपुाततक 
हैं या नहीूं। 
द सरा समरूपता के अतभगहृीत (कोि-कोि-कोि समरूपता) से तसद्ध करके देखें- 
 

∆QBP  और ∆ABC  में, 
QBP = ABC (उभयतनष्ठ कोि) 
 

PQB = CAB (सूंगत कोि)    (रचना से PQ || CA ) 
 

BPQ = BCA (सूंगत कोि)   (रचना से PQ || CA) 
 

अतिः QBP ABC  (कोि-कोि-कोि समरूपता) 
 

यानी 𝑄𝐵

𝐴𝐵
=

𝐵𝑃

𝐵𝐶
=

𝑄𝑃

𝐴𝐶
 

 
𝐵𝑃

𝐵𝐶
=

3

5
     (रचना से BC, 5 बराबर भाग हैं और  BP, 3 बराबर भाग हैं) 

 

BP = 
3

5
 𝐵𝐶 

 

 QP = 
3

5
𝐴𝐶 और QB = 

3

5
 𝐴𝐵 

 

 

 

 
उदाहरि-5. डदए गए वत्रभुि ABC के समरूप एक वत्रभिु की रचना करें णिसकी भुिाएुँ वत्रभिु ABC की सूंगत 
भुिाओूं के 5

3
  हों। 

 

पद 1: हमें एक वत्रभुि ABC डदया गया है। इसके समरूप एक वत्रभुि की रचना करनी है णिसकी भुिाएुँ वत्रभुि 
ABC की सूंगत भुिाओूं के  हों। 
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पद 2: रचना के चरि: 
 

1.  वबूंद ुB से A के द सरी ओर एक रय नकोि बनाते हुए एक डकरि BY खीचें । BC और BA को आगे बढ़ाते 
हुए क्रमशिः डकरि BX ि BZ   खीचें ।  

 

2.  अब BY  पर 5 बराबर भाग लें उरहें BB
1
, B

1
B

2
, B

2
B

3
, B

3
B

4
, B

4
B

5
  नाम दें। 

 

3.  अब B3 से C को तमलाएुँ। B5 से B3C के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो BX को P पर प्रततच्छेद करे। 
 

4.  अब P से AC के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो BZ को Q पर प्रततच्छेद करे। 
QBP अभीष्ट वत्रभुि है।  

 

 

समरूप चतुभुाि की रचना 
 णिस तरह हमने एक समरूप वत्रभिु की रचना की है आइए उसी तरह एक समरूप 
चतभुुाि की रचना करते हैं। 
 हमें एक चतुभुाि ABCD  डदया है। एक ऐसे समरुप चतुभुाि की रचना करनी है णिसकी 
प्रत्येक भुिा की माप चतभुुाि ABCD  की सूंगत भुिाओूं के माप का 2

5
 हो।  

पद 1: हमें एक चतुभुाि ABCD  डदया गया है और इसके समरूप एक चतभुुाि की रचना 
करनी है णिसकी भिुाओूं की माप डदए गए चतभुुाि की सूंगत भुिाओूं की  हो। यहाुँ भी समरूप वत्रभुि के समान 
ही रचना होती है। एक बात ध्यान रखने योग्य है डक पहले हम विकिा (Diagonal) की रचना करते हैं। 
 

 

 

पद 2: रचना के चरि: 
 

1.  वबरद ुB से A के द सरी और एक रय नकोि बनाते 
हुई डकरि ठग ्की रचना करें।  

 

2.  अब BX पर 5 बराबर भाग लें इरहें B
1
, B

1
B

2
, B

2
B

3
, 

B
3
B

4
, B

4
B

5
  नाम दें। 

 

3.  अब B5 से D को तमलाएुँ और B2 से B5D के समाूंतर 
एक रेखा खीचें  िो BD को R पर प्रततच्छेद करती हो। 
4. अब R से AD के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो AB 
को P पर प्रततच्छेद करती हो। 
 

5. इसी प्रकार R से AD के समाूंतर एक रेखा खीूंचें िो BC को Q पर प्रततच्छेद करती हो। 
इस प्रकार, PBQR  अभीष्ट चतभुुाि प्राप्त होता है। 
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लूंब खीूंचना 
उदाहरि-6. रेखा  k  के वबूंद ुC पर लूंब खीचें । 
हल:  

पद 1: हमें रेखा k पर वबूंद ुC पर एक लूंब खीूंचना है।  
पद 2: रचना के चरि 

1. C को केरि मानूें े और उसके दोनों ओर कोई भी 
माप लेकर k पर चाप काटें। कटान वबूंद ुको X और Y 
मानें। 
2.  XY के माप से ज्यादा वत्रज्या लें X और Y को केरि मानकर, रेखा के एक ओर चाप खीूंचें। ये दोनों चाप 
एक द सरे को डकसी वबरद ुपर काटेंगे।  

3. C से इस कटान वबरद ुको तमलाते हुए रेखा CZ खीूंचें। 
 CZ रेखा  k  पर लूंब है िो, वबूंद ुC से गिुरता है। 
 

उदाहरि-7. वबूंद ु C रेखा k के बाहर है। k पर लूंब की 
रचना करें िो C से गिुरता हो।  
हल: (सूंकेत)-पहले वबूंद ुB को केरि माने और उससे बराबर 
द री पर वबूंद ुX , Y प्राप्त करें। डफर वबूंद ुX और Y को केरि 
मानकर वबूंदुा Z प्राप्त करें। 
 इस रचना के चरि विस्तार से स्ियूं तलखें। 
 

करके देखें  

 

1.   5.8 सेमी. का रेखाखूंड AB  खीूंतचए और उस पर वबूंद ुC इस तरह लीणिए डक AC : CB = 3: 4 हो। िाुँतचए 
डक AC : CB = 3: 4 है या नहीूं। 
2. एक रेखाखण्ड की रचना कीणिए िो डकसी रेखाखण्ड AB का 7

5
 गनुा हो। 

3. एक वत्रभुि PQR बनाइए णिसमें QR  =  6 सेमी. PQ  =  5 सेमी. और ∠PQR  =  60° हो। इस वत्रभुि के 
समरूप एक वत्रभिु ABC  बनाइए, णिसमें  AB  =  

2

5
 𝑃𝑄  हो। 

4. एक वत्रभुि ABC  बनाइए णिसमें BC  =  5.5 सेमी. ∠ABC  =  75° और ∠ACB  =  45° हो। इस वत्रभिु के 
समरूप एक वत्रभिु XYZ बनाइए णिसमें YZ = 

5

4
 𝐵𝐶  हो। 

 

प्रश्नािली – 2 

 

1.  एक समरूप वत्रभिु की रचना कीणिए िो डक डदए गए वत्रभिु का 3

5 
      गनुा हो।  

2. एक समबाहु वत्रभुि PQR   की रचना कीणिए। सार् ही एक और वत्रभुि ABC  की रचना कीणिए णिसमें 
PQ  =  2

3
 𝐴𝐵     हो। 

3. एक वत्रभुि PQR  की रचना कीणिए। सार् ही एक और वत्रभिु ABC  की रचना कीणिए णिसमें  AB  =  
2

3
 𝑂𝑄 हो। 
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4. दो समरूप वत्रभिुों की रचना कीणिए। एक वत्रभुि द सरे वत्रभिु का 4

5
 गनुा हो। 

 

अभी तक आपने समरूप वत्रभुि से िुड़ी हुई रचनाओूं का अध्ययन डकया है। अब हम वपछली कक्षाओूं में पढ़ी हुई 
अिधारिाओूं का उपयोग कर कुछ और रचनाएुँ करेंगे ।  

 

लूंब समडद्वभािक  

लूंब समडद्वभािक (Perpendicular Bisector) :  यह िह रेखा है िो डकसी डदए गए रेखाखूंड पर समकोि बनाते 
हुए उसे दो बराबर भागों में बाुँटती है।लूंब समडद्वभािक की रचना 
 

1. डदया हुआ रेखाखण्ड AB बनाएुँ। 
 

 

2. परकार की भिुाओूं को इतना फैलाइए डक उसका फैलाि डदए हुए  रेखाखूंड 
की लूंबाई के आधे से अतधक हो। 
3.  अब परकार की नोंक को वबूंद ुA पर रखकर रेखाखूंड के दोनों और चाप काटें , 
डफर वबूंद ुB पर परकार रखकर यही प्रडक्रया दोहराएुँ।  
4.  चापों के कटान वबूंदओुूं को स्केल की सहायता से तमलाएुँ।  

यह रेखा ’l’, रेखाखूंड AB का लूंब समडद्वभािक है। 
लया लूंब समडद्वभािक का प्रत्येक वबूंद,ु वबूंद ु। और ठ से समान द री पर होता है? 

 

आइए देखें - 
लूंब समडद्वभािक पर कोई वबूंद ुO लें। इस वबूंद ुको रेखाखूंड के दोनों अूंत वबूंदओुूं A और  B से तमलाएुँ। अब 
वत्रभुि AOD   और BOD में, 
   AD =   DB   (D, AB का मध्य वबूंद ुहै।)  
∠ODA  =   ∠ODB (समकोि) 
   OD =  OD (उभयतनष्ठ) 
 ∆ AOD  ≅  ∆ BOD (SAS   सिाांगसमता से) 
तो OA = OB 

लूंब समडद्वभािक पर णस्र्त प्रत्येक वबूंद,ु वबूंद ुA और B से समान 
द री पर होगा। 
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वत्रभुि की कुछ और रचनाएुँ 
 

पद 1:   हमें एक वत्रभिु डदया गया है। अब एक ऐसे ितृ्त की रचना करनी है िो वत्रभिु 
के तीनों शीषाां A, B और C से होकर गिुरता है। 
 

सोचें की रचना कैसे करेंगे: 
 

च ुँडक ितृ्त वत्रभिु के तीनों शीषों से गिुरता है इसतलए हम कह सकते हैं डक ितृ्त का कें ि 
तीनों शीषों से समान द री पर होगा। हमें यह भी पता है डक लूंब समडद्वभािक पर णस्र्त 
कोई भी वबूंद ुभुिा के शीषों से समान द री पर होता है। वत्रभुि ABC की भुिा AB  के 
लूंब समडद्वभािक पर णस्र्त सभी वबूंद ुिो शीषा A और B से समान द री पर होंगे। इसी 
प्रकार भिुा BC  के लूंब समडद्वभािक पर भी णस्र्त सभी वबूंद ुशीषा B और C  से समान 
द री पर होंगे।  

 

मान लें  डक दोनों ही लूंब समडद्वभािक डकसी वबूंद ुपर प्रततच्छेद करते हैं और उस वबूंद ु 
को हम ‘ O ’ नाम देते हैं। च ुँडक वबूंद ुि ्दोनों ही लूंब समडद्वभािक पर णस्र्त हैं अतिः OA = OB = OC अब O को 
कें ि लेकर और OA को वत्रज्या लेकर एक ितृ्त बनाते हैं। लया बनाया गया ितृ्त तीनों शीषों से होकर गिुरता है? 

आइए देखें – 

 

पद 2: रचना के चरि:  
 

1. एक वत्रभिु ABC बनाएुँ । 
2. भुिा AB  और BC  पर लूंब समडद्वभािक खीूंचें िो क्रमशिः AB को P पर 
और BC को Q पर प्रततच्छेद करते हों। दोनों लूंब समडद्वभािक वबरद ु ‘ O ’  पर 
प्रततच्छेद करेंगे। 
3. अब O को कें ि लेकर और OA  के माप की वत्रज्या लेकर एक ितृ्त बनाएुँ। 
आकृतत में आप देख सकते हैं डक यह ितृ्त तीनों शीषों से गिुरता है।  

 

पद 3: प्रमाि: 
 

कैसे पता करें ितृ्त वत्रभुि के शीषा A, B और C से गिुरता है? 

वत्रभुि AOP और वत्रभिु BOP में,(आकृतत – 39(ii)) 
AP =  PB          (लयों?) 

∠ OPA  =   ∠ OPA      (लयों?) 

OP  =  OP (उभयतनष्ठ) 
अतिः वत्रभुि AOP  ≅ POP 

इससे हम कह सकते हैं डक,  

 OA = OB ………………(i) 

इसी तरह वत्रभुि   BOQ    ≅ COQ 

OB = OC   ……………….(ii) 
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(i) और (ii) से हम कह सकते हैं डक, 

OA  =  OB  =  OC 

यानी केरि O, वबूंद ुA, B , और C से समान द री पर है, तो OA को वत्रज्या लेकर बनाया गया ितृ्त B और C से भी 
िाएगा। 
डकसी वत्रभुि की भुिाओूं के लूंब समडद्वभािक णिस वबूंद ुपर तमलते हैं, उसे वत्रभिु का पररकेरि कहते हैं। यहाुँ 
वबूंद ुO,  वत्रभिु ABC  का पररकेरि है और A, B, C से गिुरने िाला ितृ्त पररितृ्त है। 
 

कोि समडद्वभािक  

 

डदए गए कोि को दो बराबर कोिों में विभाणित करें। 
हल:  

पद 1: एक कोि ABC  डदया गया है। हमें एक ऐसी डकरि की रचना करनी है िो ∠ ABC  को दो बराबर कोिों में 
विभाणित करे। 
सोचे डक यह डकस तरह डकया िा सकता है। हमें पता है डक कोि समडद्वभािक िह रेखा होती है िो डकसी कोि 
को दो बराबर भाग में विभाणित करती है, अतिः दोनों कोि बराबर होते हैं। यडद हम दो वत्रभुिों की रचना इस 
तरह करें डक कोि समडद्वभािक दोनों वत्रभिुों की उभयतनष्ठ भुिा हो और दोनों वत्रभुि सिाांगसम हों। (यहाुँ BE =  
BF   और DE = DF)। तब SSS  से दोनों प्राप्त वत्रभुि सिाांगसम होंगे। सिाांगसम वत्रभुि के तलए हमें एक ऐसा वबरद ु
चाडहए िो भिुा BA और BC पर णस्र्त वबरदओुूं से समान द री पर हो। 
 

पद 2: रचना के चरि: 
1. शीषा B को कें ि लेकर, कोई भी वत्रज्या लेकर एक चाप काटें िो डकरि BA और BC को क्रमशिः वबरद ुE 
और F पर प्रततच्छेद करती हो। 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. अब E और F को कें ि लेकर तर्ा 1

2
 𝐸𝐹  से बड़ी वत्रज्या लेकर चाप काटें िो एक द सरे को D पर 

प्रततच्छेद करें। 
3. अब डकरि BD बनाएुँ। यही अभीष्ट कोि समडद्वभािक है। 
 

पद 3:  प्रमाि: लेडकन यह हम कैसे कहें डक डकरि BD कोि समडद्वभािक है। आइए देखें।  

D  से F और E  को तमलाएुँ अब वत्रभिु ठम्क् और ठथ्क् में, 
BE = BF  (एक ही चाप डक वत्रज्याएुँ) 
ED = FD (एक ही चाप डक वत्रज्याएुँ) 
BD = BD  (उभयतनष्ठ भुिा) 
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अतिः ∆BED ≅   ∆BFD  (SSS  से)  

इससे हमें प्राप्त होता है ∠ ABD =   ∠DBC  (CPCT) 

 

कोि समडद्वभािक की भुिाओूं से द री: 
कोि समडद्वभािक पर कोई वबरद ुP लें। वबरद ुP से भुिा BA और BC   की द री ज्ञात करने के तलए   P से BA और 
BC पर लम्ब डालें।  

वबरद ुP से भुिा AB पर लूंब डालें िो AB को M पर प्रततच्छेद करता हो। इसी तरह P से ही BC पर लम्ब डालें 
िो उसे R पर प्रततच्छेद करता हो। अब वत्रभुि BMP और BRP में, 
∠ BMP   =   ∠BRP    (समकोि) 
 

∠MBP  =   ∠ RBP        (लयोंडक BP कोि समडद्वभािक है)  
    BP  =  BP (उभयतनष्ठ) 
अतिः ∆ BMP    ≅    ∆BRP (AAS सिाांगसमता) 
इससे हमें प्राप्त होता है PM   =  PR   (CPCT) ) 
 

अूंतिः ितृ्त (अूंतगात ितृ्त) 
पद 1: हमें एक वत्रभुि ABC डदया है और हमें एक ऐसे ितृ्त की रचना 
करनी है िो वत्रभुि के तीनों भुिाओूं को स्पशा करती है।  

 

रचना कैसे  करें: 
च ुँडक ितृ्त वत्रभुि की तीनों भुिाओूं को स्पशा करते हुए गिुरता है इसतलए ितृ्त का 
कें ि तीनों भिुाओूं से समान द री पर होगा। हम िानते हैं डक कोि समडद्वभािक 
पर णस्र्त कोई भी वबूंद ुकोि की भुिाओूं से समान द री पर होता है। कोि ABC 

के कोि समडद्वभािक पर णस्र्त ऐसे कई वबूंद ुहोंगे िो भिुा BA और BC  से 
समान द री पर होंगे। इसी प्रकार कोि BCA  के कोि समडद्वभािक पर भी ऐसे 
कई वबूंद ुणस्र्त होंगे िो भुिा CB  और CA  से समान द री पर होंगे।  

दोनों कोि समडद्वभािक एक द सरे को णिस वबूंद ुपर काटते हैं उसे O मानें तो 
वबूंद ुO से भुिा AB,BC और CA की द री समान होगी। अब O को केरि और केरि 
से डकसी भिुा की लम्बित द री को वत्रज्या मानकर ितृ्त खीचें । लया यह ितृ्त 
∆ABC  की तीनों भिुाओूं को स्पशा करेगा? 

 

पद 2: रचना के चरि: 
1.  एक वत्रभिु ABC बनाएुँ।  
2.  कोि ABC और कोि BCA के कोि समडद्वभािक खीूंचें। णिस वबूंद ुपर दोनों एक द सरे को काटें उसे वबूंद ु 
O मान लें।  
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3. अब वबूंद ुO से भुिा BC पर लूंब डालें िो BC को Q पर प्रततच्छेद करता 
है। O को कें ि लेकर और OQ को वत्रज्या लेकर एक ितृ्त बनाएुँ। आकृतत में आप 
देख सकते हैं डक यह ितृ्त तीनों  भुिाओूं को स्पशा करता है। अतिः O की AB, 
BC,  और CA से लम्बित द री समान है। 
 

पद 3: प्रमाि: आइए हम गणितीय तकों के आधार पर देखते हैं डक लया प्राप्त ितृ्त 
तीनों भुिाओूं को स्पशा करते हुए गिुरता है? 

 वत्रभुि PIOB  और वत्रभुि BOQ में, 
PBO = QBO  

OPB = QB =   

     OB = OB    (उभयतनष्ठ) 
अतिः POB  QOB 

  OP = OQ....(i)  

इसी तरह ROC  QOC 

  OR = OQ....(ii); 

(i)     और   (ii) से हम कह सकते हैं डक, 

 OP = OQ = OR 

अब हम ि ्को कें ि लेकर और वत्रज्या OP लेकर एक ितृ्त बनाते हैं िो वत्रभुि की तीनों भिुाओूं को स्पशा करते 
हुए गिुरता है।  

डकसी वत्रभुि के कोि समडद्वभािक णिस वबूंद ुपर तमलते हैं, उसे अूंतिःकेरि कहते हैं और ितृ्त को अूंतिःितृ्त कहते 
हैं। 
करके देखें  

1.  अूंतिःितृ्त और पररितृ्त की रचना कीणिए िब वत्रभुि ।ठब ्में: 
(i) AB =  3 सेमी., BC =  4 सेमी. और  ∠B = 900 सार् ही अूंतिःितृ्त और पररितृ्त की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
(ii) AB =   BC  =  CA   =  6 सेमी. अूंतिःकें ि और पररकें ि कहाुँ णस्र्त हैं?  

(iii) BC  =  7 सेमी., ∠B = 450  अूंतिःकें ि और पररकें ि कहाुँ णस्र्त हैं?  

 

प्रश्नािली-3  

 

1. तनदेशानसुार रचना करें- (परकार का उपयोग करें) 
 (i) रेखा l पर णस्र्त वबरद ुp पर लूंब खीचें ।  
 (ii) वबरद ुs से रेखा l पर लूंब खीूंचें। 
 (iii) रेखाखूंड JK का लूंब समडद्वभािक बनाएुँ। 
               (iv) वबरद ु ‘ T ’ से होती हुई रेखा िो l के समाूंतर हो 
खीचें । 
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(v) वबरद ु‘ F ’ से होती हुई रेखा िो ED के समाूंतर हो, खीचें । 
 (vi) वबरद ुG से रेखा HJ पर लूंब डालें। 
 

2. आपको दो रेखाखण्ड AB =  a और RS  =  b डदए हैं। अब तनदेशानसुार रचना 
करें- 
 (i) ‘a’  और ‘b’   भुिा का आयत बनाएुँ।  
 (ii) 4b पररमाप का िगा बनाएुँ। 
 (iii) a किा का िगा बनाएुँ। 
 (iv) समाूंतर चतभुुाि णिसकी भुिा a और b तर्ा इनके बीच का कोि  हो। 
3.  एक समकोि वत्रभुि पर पररितृ्त की रचना कीणिए। रचे गए ितृ्त की वत्रज्या का मान बताइए। 
4. एक समकोि वत्रभुि पर अूंतिःितृ्त की रचना कीणिए। रचे गए ितृ्त की वत्रज्या का मान बताइए। 
5. एक समबाहु वत्रभुि पर अूंतिःितृ्त और पररितृ्त की रचना कीणिए। अब अूंतिःकें ि और पररकें ि तनकातलए। 
लया दोनों एक ही िगह पर णस्र्त हैं? 

6. कोई तीन असूंरेख वबरद ु (Non Colinear Points) लीणिए और उनसे गिुरने िाले एक ितृ्त की रचना 
कीणिए।  

7. मोहन अपनी शाला के ितृ्ताकार मैदान के केरि पर िण्डा फहराना चाहता है। मैदान में डकस िगह िण्डे 
के तलए खूंभा गड़ाया िाए, यह पता लगाने के तलए उसे िोया और राहुल की सहायता लेनी पड़ी। सोतचए तीनों ने 
तमलकर खूंभे के तलए िगह कैसे ढ ुँढ़ी होगी? 

 

हमने सीखा 
1. सिाल को समिना:- सिाल पर काम शुरू करने का सबसे पहला कदम है सिाल को पढ़ना और यह 
देखना की लया िानकारी दी गयी है और लया रचना करनी है। यह एक तरीके से िानकारी को समिकर उसे 
गणितीय रूप ि सूंदभा में पररिततात करने िसैा है। इसमें यह समिने की िरूरत है डक दी गई िानकारी में से 
कौनसी उपयोगी है और कौन सी नहीूं। दी गई िानकारी के आधार पर डकन ज्यातमतीय अिधारिाओूं का उपयोग 
हो सकता है, इस तरह की सोच सिाल को समिने मे मदद करती है। 
2. एकवत्रत की गई िानकारी के आधार पर एक कच्चा (Rough) तचत्र बनाकर एिूं विशे्लषि कर यह सोच 
सकते  हैं डक इस सिाल को डकस तरह हल करें। इसमें यह सोचना होगा डक िो िानकारी दी गई है उसमें 
अपेणक्षत आकृतत का कौन-कौन सा डहस्सा हमें ज्ञात हो गया है और आकृतत की रचना के तलए लया और चाडहए। 
3. एक बार विशे्लषि कर कच्चा  (Rough) तचत्र बनने के बाद चरिबद्ध रूप से ज्यातमतीय रचना की िा 
सकती है।  

4. अूंत में रचना प री होने  के बाद देखें डक रतचत आकृतत सिाल में दी गयी िानकारी के अनसुार है या 
नहीूं। ज्यातमतीय रचना में आप माप के अलािा प्रमाि ;चतििवद्ध के माध्यम से भी देख सकते हैं डक रतचत 
आकृतत अभीष्ट है या नहीूं।  
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  गणितीय कर्नों की िाूंच  

 [Proof Of Mathematical Statements ] 

 

    14             

 

पररचय (Introduction)               

हम अपने िीिन में अलसर रोिाना के कर्नों या दािों को ऐसे ही मान लेने के बिाय तकों से तौलने की 
कोतशश करते हैं। िैसे- आपने विज्ञापनों में देखा, सुना होगा डक- ”आप इस पेंतसल से तलखेंगे तो तेि तलख 
पाएुँगे ।“ या ”आप अपने बच्चे को यह टॉतनक वपलाएुँगे तो िह तेि दौड़ेगा।“ यानी अगर आपको तेि तलखना 
है तो उसी पेंतसल से तलखें और टॉतनक पीने से तेि दौड़ेंगे नहीूं तो पीछे रह िाएुँगे। अब बात आती है डक इन 
दािों और कर्नों को िो हम सुनते रहते हैं उरहें कैसे िाुँचा िाए? या उनकी सत्यता कैसे पता की िाए? 

 एक तरीका तो है डक बार-बार अिलोकन (Empirical Observation)करके पता करें डक टॉतनक पीने 
से डकतने बच्चे दौड़ में अव्िल आए या डकतने बच्चों का कद बढ़ा अर्िा उसी पेंतसल से तलखने िाले डकतने 
बच्चों की तलखने की गतत तेि हो गई । डफर इन अिलोकनों के आधार पर आगे सोचा िा सकता है। पर लया 
यह तरीका हर णस्र्तत में कारगर होगा? लया यह गणितीय कर्नों पर भी लाग  हो सकता है? 

 िैसे इन कर्नों को पडढ़ए - 

1. डकसी सूंख्या का गिुि उस सूंख्या के सभी गिुनखण्डों का भी गिुि होता है। 

2. िो सूंख्या 8 से विभाणित होगी िह 4 से भी विभाणित होगी। 

3. सूंख्या 0.000001, सूंख्या 10-20 से बड़ी है। 

4. दो विषम सूंख्याओूं का िोड़ हमेशा सम सूंख्या होती है। 

5. दो सूंख्याओूं का गिुलफल उन दोनों सूंख्याओूं से बड़ा होता है। 

 ऐसे कर्नों को िाुँचने के तलए लया पहले िाला तरीका उपयोग कर सकते हैं? यानी लया हम कर्न 
(1) को िाुँचने के तलए हर सूंख्या के सभी गिुि और गिुनखण्ड तनकालेंगे? या डफर कर्न (2) मूंेे 8 से 
विभाणित होने िाली अनूंत सूंख्याओूं को 4 से विभाणित करके देखेंगे? 

 यह स्पष्ट है डक इस प्रकार के कर्नों को िाुँचने के तलए यह तरीका सूंभि नहीूं है। कुछ व्यापक तरीके 
या आधार िरूरी हैं णिससे यह पता लगाया िा सके डक 0.000001, 10-20 से बड़ा है या छोटा। इसी तरह 
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कोई ऐसा तनयम चाडहए णिनके आधार पर विषम सूंख्याओूं का िोड़ सम सूंख्या डदखाया िा सके या डफर 
सूंख्याओूं के गिुनफल का परीक्षि हो सके। 

आइए गणितीय कर्नों को िाुँचने का तरीका पता करते हैं। 

गणितीय कर्नों को तसद्ध करना 

 इसके तलए हम कुछ कर्नों का उदाहरि ले कर देखते हैं। 

सूंख्याओूं के कर्न  

कर्न 1: एक विषम और एक सम सूंख्या का िोड़ हमेशा विषम सूंख्या होती है। 

उपपवत्त : डकसी भी सम प िाांक इ को हम b = 2k तलख सकते हैं, िहाूं k कोई प िाांक है। 

 (सम प िाांक की पररभाषा से, च ूंडक b] 2 से विभाणित है) .............. (1) 

 डकसी भी विषम प िाांक a को हम a = 2k
1
 + 1 तलख सकते हैं ,िहाुँ k

1
 भी प िाांक है। 

 (डकसी भी सम सूंख्या में 1 िोड़ने पर विषम सूंख्या प्राप्त होती है) .......              (2) 

  अब (1) ि ; (2) को िोड़ने पर 

  a + b = 2k
1
 + 1 + 2k     = 2 (k + k

1
) + 1 

  = 2m + 1 िहाुँ m = k + k
1
 है और m एक प िाांक है।  (लयों?) 

 च ुँडक 2m एक सम सूंख्या है। 

  अतिः 2m + 1 एक विषम सूंख्या है। 

 यानी एक विषम और एक सम सूंख्या का िोड़ हमेशा विषम सूंख्या ही होगी। 

आपने देखा डक यहाुँ हमने सम और विषम प िाांक की पररभाषा के आधार पर इस कर्न को तसद्ध डकया है । 

ज्यातमतीय कर्न  

 आपने कक्षा 9 में ज्यातमतत के कर्नों को तसद्ध करना सीखा है । िैसे - ”चतभुुाि के आूंतररक कोिों का योग  
होता है।“ या ”यडद एक ततयाक रेखा दो समारतर रेखाओूं को प्रततच्छेद करे तो एकारतर अूंतिः कोिों का 

प्रत्येक यगु्म बराबर होता है।“ 

यहाुँ हम द सरे कर्न की उपपवत्त करेंगे और उसके मुख्य पहलुओूं को ढ ुँढें ेे़गे। 

कर्न 2:  यडद एक ततयाक रेखा दो समाूंतर रेखाओूं को प्रततच्छेद करे तो एकाूंतर अूंतिःकोिों का प्रत्येक यगु्म 
बराबर होता है। 
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उपपवत्त: माना AB और CD समाूंतर रेखाओूं को PQ ततयाक रेखा प्रततच्छेद 
करती है ।  

 यहाुँ <MND ि <AMN एकाूंतर अरतिःकोिों का एक यगु्म है । 

तर्ा MNC ि BMN एकाूंतर अरतिःकोिों का द सरा यगु्म है । 

हमें यह देखना है डक लया MND = AMN ि MNC = BMN 

च ुँडक PMB ि MND सूंगत कोि हैं   

  PMB = MND  (सूंगत कोि अतभगहृीत से) ...................... (1) 

तर्ा   PMB = AMN (शीषाातभमुख कोि प्रमेय से) ......................(2) 

 (1) और (2) से, 

  MND = AMN     ...................... (3)  

 इसी प्रकार 

  MNC = BMN    ...................... (4)  

अतिः यहाुँ एकाूंतर अूंतिःकोिों के दोनों यगु्म बराबर है। 

उपपवत्त के मुख्य पहल  

 ऊपर की दोनों उपपवत्तयों को ध्यानप िाक पडढ़ए और बताइए डक इन कर्नों को तसद्ध करने में कौन-
कौन से मुख्य पहलओुूं का उपयोग हुआ है ? 

 माधिी कहती है डक उपपवत्त के तीन मुख्य पहल  डदखे- 

 1. दोनों कर्नों को तसद्ध करने के तलए पहले से तसद्ध प्रमेय, पररभाषा या अतभगहृीतों का उपयोग 
डकया गया है। 

 2. उपपवत्त का प्रत्येक कर्न, ठीक पहले िाले कर्न से ताडका क रूप से िुड़ा है। 

 3. कर्नों को तलखते समय विशेष प्रकार के प्रतीकों ि तचह्नों का उपयोग डकया है और बड़े िालयों 
को इनका उपयोग करके सूंणक्षप्त में तलखा है। 

 लया आप माधिी की बात से सहमत हैं? 

     करके देखें 

1. “चतुभुाि के आूंतररक कोिों का योग  होता है।“  

इस कर्न को तसद्ध करें और उसमें उपपवत्त के तीनों मुख्य पहल  ढ ुँढ़ें। 
   सोचें एिूं चचाा करें 

 णिन दो कर्नों को ऊपर हमने तसद्ध डकया है उनकी उपपवत्त पढ़ें और तनम्नतलणखत प्रश्नों पर कक्षा में 
चचाा करें।  
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 1. कौन-कौनसी पररभाषा, प्रमेयों या अतभगहृीतों का उपयोग डकया गया है? 

              2. उन तचह्नों, प्रतीकों की स ची बनाइए िो इन उपपवत्तयों में इस्तेमाल डकए गए हैं। 

उपपवत्त समिना ि करना 

 आइए देखते हैं डक ऊपर तलखे तीनों पहल  डकस प्रकार उपपवत्त पढ़ने, समिने और तलखने में मदद 
करते हैं। 

 1. ”पररभाषाओूं, प िा ज्ञात प्रमेय, स्ियूं तसद्ध का प्रयोग  

 यडद आपको एक कर्न तसद्ध करने के तलए डदया िाए तो आप कैसे शुरू करेंगे? 

ज़ाडहर है इसके तलए आपको उन सभी ज्ञात िानकाररयों की आिश्यकता होगी णिनके आधार पर कर्न को 
तसद्ध डकया िा सके। ये िानकाररयाुँ अतभगहृीत, पररभाषा, प िा तसद्ध कर्न हो सकती हैं। इसतलए डकसी कर्न 
को तसद्ध करने के तलए सबसे पहले यह सोच लें डक लया-लया पता है? ताडक इन िानकाररयों का इस्तेमाल सही 
िगह पर हो सके। 

 हमने समरूपता के अध्याय में दो वत्रभुिों में SASऔर SSS समरूपता प्रमेयों को तसद्ध करने के तलए 

AA समरूपता कसौटी का उपयोग डकया है। इसी तरह कक्षा 9 में  को अपररमेय सूंख्या तसद्ध करने हेत ु
पररमेय सूंख्या की पररभाषा का उपयोग डकया गया ि डकसी समाूंतर चतभुुाि की सम्मखु भिुाओूं को बराबर 
तसद्ध करने के तलए ”एकाूंतर कोिों का यगु्म“ प्रमेय का उपयोग डकया गया।  

 करके देखें 

 अब तक की उपपवत्तयों में उपयोग की गई पररभाषाएुँ छाुँडटए। 

2. तनगमतनक तका ि द्वारा उपपवत्त (Deductive Reasoning) 

डकसी उपपवत्त में एक कर्न के बाद अगला कर्न डकस आधार पर तलखें यह सोचना महत्िप िा है। इसके तलए 
पहले से ज्ञात पररभाषा, अतभगहृीत ि प िा तसद्ध प्रमेय की िानकारी होना आिश्यक है 

1. तनम्नतलणखत कर्न का तनष्कषा कर्न तलणखए । 

 ”l और m समाूंतर रेखाएुँ हैं।“ 

 समाूंतर रेखा की पररभाषा से हमें पता है डक समाूंतर रेखाओूं में उभयतनष्ठ वबूंद ुनहीूं होता है। (तका ) 

  इसतलए हम कह सकते हैं यडद “l और m कोई दो समाूंतर रेखाएुँ हैं तो उनमें कोई उभयतनष्ठ वबूंद ुनहीूं 
होगा।“(तनष्कषा कर्न) 

 एक अरय उदाहरि देखते हैं- 

2. यडद a + 5 = b और c = b है तो  

 a +5 = c होगा। याने a = c - 5 

2
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3. ऊपर तलखे दोनों उदाहरिों में पररभाषा और अतभगहृीत  के आधार पर एक कर्न से अगला कर्न 
तलखा गया है। इसी तरह प िा तसद्ध कर्न या प्रमेयों के आधार पर भी 
तनष्कषा तनकाले िा सकते हैं। आइए एक उदाहरि देखते हैं- 

 AOB और POQ में AOB = POQ,   

 OA = OP और OB = OQ है। 

 SAS सिाांगसमता प्रमेय के आधार पर हम कह सकते हैं AOB  POQ 

4. तनगमतनक तका  हमें एक व्यापक सत्य कर्न से वितशष्ट सत्य कर्न तक पहुुँचने में भी मदद करता 
है। उदाहरि के तलए यडद एक बार यह तसद्ध कर दें डक डकरहीूं दो विषम सूंख्याओूं का गिुनफल एक विषम 
सूंख्या होती है तो वबना गिुा डकए ही हम विषम सूंख्याआूंेे को पहचान कर गिुनफल के विषम होने को िान 
सकते हैं। 

 उदाहरिार्ा 7428391 × 607349 का गिुनफल भी विषम सूंख्या होगी लयोंडक 7428391 और 607349 
दोनों सूंख्याएुँ ही विषम हैं। 

 करके देखें 

1. तसद्ध करें डक - डकरहीूं भी दो क्रमागत विषम सूंख्याओूं का योग, 4 का गिुि होता है। 

2. डदए गए कर्नों के आधार पर तनष्कषा कर्न तलणखए।            

 (i) कर्न a - िगा एक आयत है। 

  कर्न b - आयत एक समाूंतर चतुभुाि है। 

 (ii) कर्न a - िीिा AB ितृ्त की पररतध पर <APB   बनाती है। 

  कर्न b - िीिा AB एक व्यास है। 

3. यडद ABCD और PQRS दो आयत हैं तो इनके कोिों, भुिाओूं ि विकिों के बारे में हम लया-लया 
तनष्कषा तनकाल सकते हैं? लया हम कह सकते हैं डक ये सिाांगसम अर्िा समरूप हैं? 

लया काटकर ि नापकर गणितीय कर्न तसद्ध कर सकते हैं? 

 गणित सीखते समय हम कई बार माप कर या विशेष उदाहरि देखकर व्यापक स्तर पर कुछ बातें 
मान लेते हैं। वत्रभिु के अूंतिः कोिों का योग 180° है, इसे भी डदखाते समय हम माप कर अर्िा कोनों को 
काट, उरहें एक सार् रखकर यह कहते हैं डक अूंतिःकोिों का योग 180° है। डकरतु यह इस कर्न की उपपŸणेेा 
नहीूं है। इस तरह दशााने से यह हर वत्रभिु के तलए मारय है ऐसा हम नहीूं कह सकते। 
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 हम िानते हैं डक डकसी भी वत्रभिु के तीनों अूंतिःकोिों का योग 180° होता है, एक प्रमेय है िो डक 
सभी वत्रभिुों पर लाग  एक व्यापक कर्न है। मान लें डक आपने डकसी एक 
वत्रभुि के कोिों को मापा यडद उनका योग 180° हो तो डकसी द सरे वत्रभुि के 
तलए भी ऐसा होगा हम यही बात नहीूं कह सकते। इस प्रकार सभी सूंभि 
वत्रभुि के कोिों को मापना सूंभि नहीूं है। 

 इसके अलािा यडद योग 180° से कम या ज्यादा हो तो हम यही मानेंगे डक 
माप ठीक से नहीूं हुआ। ऐसा इसतलए है लयोंडक हम िानते हैं डक समतल पर बने वत्रभिु के तीनों कोिों का 
योग 180° होगा ही और हम इसे व्यापक रूप में तसद्ध कर सकते हैं, णिससे यह हर वत्रभिु के तलए सही होगा 
ही।  

गणित में कर्न को तसद्ध करने के तलए तनगमतनक तका ि (Deductive Reasoning) का उपयोग करते हैं 
णिससे व्यापक रूप से डकसी भी कर्न की सत्यता िाुँची ि स्र्ावपत की िा सकती है। व्यापकता के तलए हम 
यहाुँ एक वत्रभुि की कल्पना करेंगे, णिसके आकार, कोिों की माप आडद के बारे में हम कुछ नहीूं िानते अर्ाात ्
िे कुछ भी हो सकते हैं। इससे हमारा तनष्कषा हर वत्रभिु पर लाग  होगा। 

प्रमेय 1: डकसी वत्रभिु के अूंतिः कोिों का योग 180° होता है।                         

उपपवत्त: एक वत्रभिु PQR डदया है णिसके कोि 1, 2 और 3 
हैं। 

तसद्ध करना हैिः 1 + 2 + 3 = 180°  

रचना: QR के समाूंतर वबूंद ुP से होती हुई एक रेखा XPY बनाएुँ  
ताडक समाूंतर रेखाओूं का गिुों का उपयोग कर सकें । 

आकृतत में, 

4 + 1 + 5 = 180° (XPY एक रेखा है)    .......................... (1) 

4 = 2 और 5 = 3 (एकाूंतर कोिों का यगु्म)                .......................... (2) 

(1) में <4 और <5 का मान रखने पर 

<2 ेे़ <1 ेे़ <3 त्र 180°     .......................... (3) 

यानी           <1 ेे़ <2 ेे़ <3 त्र 180° 

 इसमें 1, 2 का अलग-अलग मान ि PQ, QR आडद की लम्बाई कुछ भी हो सकती है। शता यह है 
डक वत्रभिु बन पाए।    ..........................(4) 

 ज्यातमतत में कर्नों को तसद्ध करते समय हम अलसर रचना करते हैं।  इस उपपवत्त में हमने एक 
समाूंतर रेखा XPY खीूंची णिससे हम एकाूंतर कोि प्रमेय का उपयोग कर पाए। 
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करके देखें 

तसद्ध करें डक - 

1. डकसी वत्रभुि का बडहष्कोि द रस्र् अरतिःकोिों के योगफल के बराबर होता है। 

2. डकसी वत्रभुि के दो कोि बराबर हाूंेे तो उनकी सम्मुख भुिाएुँ भी बराबर होती हैं। 

3. डकसी समाूंतर चतभुुाि का एक विकिा उसे दो सिाांगसम वत्रभुिों में विभाणित करता है। 

4. दो समकोि वत्रभुिों में एक वत्रभिु का किा ि एक भिुा द सरे वत्रभिु के किा ि सूंगत भिुा के बराबर 
हो तो िे वत्रभुि सिाांगसम होते हैं। 

3. गणितीय भाषा का उपयोग करके सटीक, सूंणक्षप्त एिूं स्पष्ट भाषा में तलखना 

 प्राकृत सूंख्या के इस गिुधमा को पढ़ें  

 n
1 
+ n

2
 = n

2
 + n

1 
 n

1
, n

2
  N    (1)  

लया आप बता सकते हैं डक यह प्राकृत सूंख्या का कौन सा गिुधमा है? 

 यह कर्न प्राकृत सूंख्याओूं में िोड़ के क्रम वितनमेय (Commutative Property) के गिुधमा को 
बताता है। यानी शाणब्दक तौर पर कहें तो डकरहीूं भी दो प्राकृत सूंख्याओूं का िोड़, उनके क्रम बदल कर िोड़ने 
पर समान रहता है। कर्न में इसी बात को कुछ अक्षर, प्रतीक या तचह्नों की मदद से सूंणक्षप्त में तलखा गया है। 
िैसे दो प्राकृत सूंख्याओूं को n

1
 और n

2
 से दशााया गया है। सार् ही दो नए सूंकेत   और  भी हैं।  

 यह छोटा सा गणितीय कर्न यह बताता है डक डकरहीूं भी दो प्राकृत सूंख्याओूं का योगफल इस बात 
पर तनभार नहीूं करता है डक डकसमें डकसका योग कर रहे हैं। इसका अर्ा यह है डक हम n

1
 और n

2
 को मान 

बदल कर कोई भी प्राकृत सूंख्या रख सकते हैं और हर मान के n
1 
+ n

2
 = n

2
 + n

1
 प्राप्त होता है । 

 इसी तरह से हम गिुा के तलए क्रम वितनमेय के तनयम को भी तलख सकते हैं। 

 अब पररमेय सूंख्या की तनम्नतलणखत पररभाषा को पढ़ें णिसे अक्षर-प्रतीकों की मदद से तलखा गया है। 

  Q =    िहाुँ p, q  I & q  0 

 ’’डकसी पररमेय सूंख्या Q को  के रुप में तलखते हैं िहाुँ p, q कोई दो प िाांक हैं और q का मान 0 
नहीूं हो सकता।’’ 

 करके देखें 

तनम्नतलणखत गणितीय कर्नों को शब्दों में तलणखए । 

(i)                 

(ii)  p(x + y) = px + py     

p

q

p

q

m n m+na ×a =a a,m,n N
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(ii) प्राकृततक सूंख्याओूं के सभी गिुधमों को प्रतीक भाषा में तलखें। 

 

गणित में प्रतीक ि गणितीय कर्न 

गणित में पररभाषाएुँ, गिु, तनयम इस तरीके से सूंणक्षप्त में तलखे िाते हैं। ऐसा न हो तो कर्नों ि उपपवत्तयों को 
तलखने में िाने डकतना तलखना पड़े। गणितीय भाषा सही तचह्नों के उपयोग से डकसी बात को सटीकता से कहने 
में मदद करती है। इसतलए इसका उपयोग प्रमेय तसद्ध करते हुए करना िरूरी भी है और फायदेमूंद भी। 

 िसेै तो गणित में अनेक तचह्न उपयोग डकए िाते हैं पर यहाुँ पर कुछ तचह्नों और उनके अर्ा डदए हैं। 
आगे हम इनका उपयोग समिेंगे और कुछ नए कर्न भी तलखेंगे। 

  क्र.    तचह्न             अर्ा 

 1. = बराबर है    (is equal to) 

 2.      < से छोटा है    (Less than) 

 3.      > से बड़ा है    (Greater than) 

 4. ∵ इसतलए     (Therefore) 

 5. ≠ च ूंडक     (Since) 

 6. ¹ बराबर नहीूं है    (is not equal to) 

 7.  सभी के तलए/प्रत्येक के तलए  (For all) 

 8.  का अियि है    (Belongs to) 

 9.  का अियि नहीूं है   (does not belong to) 

 10.  समरूप है    (is similar to) 

 11.  सिाांगसम है    (is congruent to) 

 12.  अूंतभााि/इूंतगत करता है  (implies to ) 

 13.  समाूंतर है    (is parallel to )   

उदाहरििः-1. तनम्न शाणब्दक कर्नों को गणितीय कर्नों में तलखें- 

 (अ) प िाांक सूंख्याओूं में व्यिकलन करते समय क्रम वितनमेय तनयम लाग  नहीूं होता है। 

 (ब) डकसी भी प्राकृत सूंख्या का िगा, उस सूंख्या से बड़ा या उसके बराबर होता है। 

हलिः- (अ) a – b  b – a  a, b   I 

 गणितीय कर्न तलखने के तलए हमने दो चरों a और b का उपयोग डकया है और तचह्नों , ,  का 
उपयोग डकया है। 
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 (ब)                   

             यहाुँ x  ग डकसी प्राकृत सूंख्या को तनरूवपत करता है। 

 करके देखें 

 इन सभी के तलए गणितीय कर्न तलखें.... 

 (i) डकसी प िाांक सूंख्या को 1 से गिुा करने पर िही प िाांक सूंख्या प्राप्त होती है। 

 (ii) डकसी भी वत्रभुि की दो भुिाओूं का योगफल तीसरी भिुा से अतधक होता है। 

 (iii) दो तभरनात्मक सूंख्याओूं का योग एक तभरनात्मक सूंख्या ही होती है।  

 

प्रशनाबली 1 

1. बताइए डक तनम्नतलणखत गणितीय कर्न सही हैं या गलत? उत्तर का कारि भी तलणखए। 

 (i) चतभुुाि के अूंतिः कोिों का योग 350° होता है। 

 (ii) डकसी िास्तविक सूंख्या ग के तलए ग2 ङ 0 

 (iii) दो सम सूंख्याओूं का िोड़ सम सूंख्या होता है । 

 (iv) सभी अभाज्य सूंख्याएुँ विषम होती है। 

 (v) 3n + 1 > 4, िहाुँ n प्राकृत सूंख्या है। 

 (vi) x2 > 0, िहाुँ x िास्तविक सूंख्या है। 

 (vii) (a + b) + c = a + (b + c)  a, b, c  N 

 (viii) (p – q) + r = p – (q + r)  p, q, r  Q 

 (ix) (x + y) – z = x + (y – z) x, y, z  R 

2. नीचे की स ची में कुछ अतभगहृीत, प्रमेय एिूं पररभाषाएुँ दी गई हैं। इरहें ध्यान से पढ़ें। 

 कर्न  1. प िा, डहस्से से बड़ा होता है। (अतभगहृीत) 

कर्न      2. यडद डकसी वत्रभुि की तीनों भिुाओूं की माप अलग-अलग हो तो िह                                                                

वत्रभुि विषमबाहु वत्रभुि होता है। (पररभाषा ) 

 कर्न 3. यडद द विषम प िाांक है तो n = 2k + 1 तलखा िा सकता है, िहाूं  

                      k कोई प िाांक है। (पररभाषा ) 

 कर्न 4. दो वत्रभुिों में यडद एक वत्रभुि की भुिाएुँ, द सरे वत्रभिु की सूंगत   
   भुिाओूं के बराबर हों, तो दोनों वत्रभुि सिाांगसम होते हैं। (प्रमेय) 

2x x x N 



319 
 

 कर्न 5. यडद कोई दो िस्तुएुँ क्रमशिः तीसरी िस्तु के बराबर हैं, तो पहली दोनों   
   िस्तुएुँ एक-द सरे के बराबर होती हैं। (अतभगहृीत) 

  ऊपर डदए कर्नों के आधार पर नीचे दी गई िानकाररयों के तलए सूंभि तनष्कषा कर्न तलखें। 

 (i) वत्रभुि RST और वत्रभुि XYZ में RS = XY, ST = YZ और TR = ZX है। 

 

िैसे यहाुँ कर्न-4 के आधार पर हम यह तनष्कषा तनकाल सकते हैं डक  

 (ii)  = AC 

 (iii) l =   और 2m = k + 5 है। िहाुँ k, l और m  R 

 (iv)  DEF में DE  EF  FD है। 

 (v)   141 एक विषम प िाांक है। 
3. यडद n

1
 और n

2
 दो सम प िाांक हैं तर्ा k

1
 और k

2
 कोई दो प िाांक हैं तब, 

(i) सम प िाांक की पररभाषा का उपयोग करके n
1
 और n

2
 को क्रमशिः k

1
 और k

2
 के रूप में तलणखए । 

 (ii) गिुा n
1 
n

2
 को k

1
 और k

2
 के रूप में तलणखए । 

 (iii) अब n
1 
+ n

2
 को k

1
 और k

2
 के रूप में तलणखए । 

 (iv) n
1 
× n

2
 सम सूंख्या है या विषम? लयों? 

 (v) n
1 
+ n

2
 सम सूंख्या है या विषम? लयों? 

4. यडद ax2 + bx + c = 0 एक डद्वघाती समीकरि है िहाुँ a, b, c  R और a  0 तो इनमें से कौन-
कौन से समीकरि डद्वघाती समीकरि हो सकते हैं और कारि तलणखए। 

 (i) ax2 - bx + c = 0  (ii) bx + c = 0 (iii) ax2 + c = 0 

 (iv) ax2 = 0   (v) bx = 0 

5. नीचे पररमेय सूंख्या ;फद्ध की पररभाषा है- 

 Q =   िहाुँ p, q  I और q  0 

 (i) पररमेय सूंख्या की पररभाषा शब्दों में तलणखए। 

 (ii) लया  पररमेय सूंख्या है? 

RST XYZ  

AB

2

k+5

2

p

q

6

0
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 (iii) लया  पररमेय सूंख्या है? पररभाषा के आधार पर कारि बताइए। 

 (iv) यडद  एक पररमेय व्यूंिक है, िहाुँ a, b  N (प्राकृत सूंख्या) है, तो a का कौन सा मान 
यहाुँ मारय नहीूं है? और लयों? 

 (v) यडद  पररमेय व्यूंिक है। यहाुँ q का मान 5 और -5 लयों नहीूं हो सकता? (पररभाषा 
का उपयोग करें।) 

 

गणितीय कर्नों को तसद्ध करने के ढूंग  

 अभी तक हमने गणितीय कर्नों को सामारयतिः सीधे-सीधे तनगमन तका  से तसद्ध 
डकया है। इसके कुछ और उदाहरि देखते हैं -  

 ‘‘यडद   एक समबाहु वत्रभुि है तो िह समडद्वबाहु वत्रभिु भी है।’’ 

 यडद कोई वत्रभुि समबाहु है तो उसकी तीनों भिुाएुँ बराबर हैं। यानी उसकी सभी भिुाएुँ बराबर हैं तो 
उसकी कोई भी दो भिुाएुँ बराबर होंगी ही। अतिः िह समडद्वबाहु भी होगा। 

 आइए अब इरहीूं तथ्यों को हम प्रतीकों की सहायता से तलखकर प्रदतशात करना सीखते हैं। 

        समबाहु वत्रभुि है। 

        समडद्वबाहु वत्रभुि है। 

 अब यडद कर्न A  सही है तो कर्न B  भी सही है। अतिः इसे तनम्नतलणखत तरीके से दशााएुँगे। 

  हम इसे ऐसे पढ़ते हैं “यडद A तो  B या  ‘A अूंतभााि B ’ 

यहाुँ अूंतभााि (इूंतगत करता है) का तचह्न है। 

 करके देखें  

 1. इस प्रकार के कुछ और कर्न सोचकर तलखें णिरहे सीधे-सीधे तनगमन तका  पर तसद्ध डकया 
िा सकता है। 

 2. लया  यह डदखाता है डक  ? कारि बताएुँ। 

अूंतभााि का उपयोग 

 आइए कुछ उदाहरि देखते हैं 

कर्न 1:- यडद  है तो  होगा। 

       

81

1

9

– 5

b

a



2

2

7

25

p

q





ABC

:A ABC

:B ABC

A B



A B B A

2 4x  2, 2x  

2: 4A x 
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 हमें पता है डक यडद  हो तो  का मान 2 और -2 होगा। अतिः  है। 

कर्न 2:- यडद m , 9 का गिुि है तो m , 3 का भी गिुि है। 

         का गिुि है। 

        का गिुि है। 

हम िानते हैं डक यडद कोई सूंख्या 9 का गिुि हो तो िह 3 की भी गिुि होगी। अतिः  

 करके देखें 

        इन कर्नों में सही ताडका क सूंबूंध पता करें और तचह्न   का उपयोग करके दशााएुँ। 

         1.   P: चतभुुाि ABCD एक आयत है। 

             Q: चतभुुाि ABCD एक िगा है । 

         2.  A: वबूंद ुP1 रेखा  और  पर णस्र्त है। 

            B: रेखा  और  असमाूंतर रेखाएुँ हैं। 

कुछ और कर्नों को तसद्ध करना 

 अब हम कुछ ऐसे कर्नों को परखेंगे अर्िा उपपवत्त करेंगे णिनमें सीधे तनगमन द्वारा हम कर्न की 
उपपŸणेेा तक नहीूं पहुूंच सकते। 

कर्न 3 :- विषम सूंख्या का िगा विषम सूंख्या होती है। 

उपपवत्त : - माना n एक विषम सूंख्या है तब 

   n = 2k + 1   

 दोनों पक्षों का िगा करने पर 

n2 = (2k + 1)2 

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 

      =2(2k2+2k) +1 ( च ुँडक 2k2 + 2k भी प िाांक है, इसतलए इसे कोई प िाांक  

          =2b + 1    b के बराबर मान सकते हैं यानी b = 2k2 + 2k) 

   यानी n2 =  2b + 1                                            

 च ूंडक 2b एक सम सूंख्या है अतिः 2b + 1 एक विषम सूंख्या है । 

 स्पष्टतिः विषम सूंख्या का िगा एक विषम सूंख्या होती है 

कर्न 4 े िः- तसद्ध कीणिए डक  एक अपररमेय सूंख्या है। 

: 2B x  

2 4x  x A B

: ,9A m

: ,3B m

A B



l m

l m

2
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         इस कर्न को तसद्ध करने के तलए सबसे पहले हम यह मानेंगे डक  एक  अपररमेय 

सूंख्या नहीूं है यातन  एक पररमेय सूंख्या है। अब यडद  पररमेय सूंख्या नहीूं है तो पररमेय सूंख्या के 

गिुधमाांेे का उपयोग करते हुए हम ऐसे तनष्कषा तक पहुुँचेंगे िो  के पररमेय सूंख्या होने के विपरीत हो। 

इस तरह  एक अपररमेय सूंख्या तसद्ध हो िाएगी। 

         आइए इस कर्न की उपपवत्त देखते हैं- 

उपपवत्त:- डदए गए कर्न के विपरीत को सत्य मानते हैं डक  एक पररमेय सूंख्या है। तब पररमेय सूंख्या 
की पररभाषा स,ेे  

     =  िहाुँ ,  ............(1) 

सार् ही   और  सहअभाज्य है।  

(1) के दोनों पक्षों का िगा करने पर 

  

        ..........(2) 

    िहाुँ ,   

   िहाुँ  (यडद 2 एक सम सूंख्या है तो  भी िो डक प िाांक है, एक सम 
सूंख्या होगी)  

  

अब समीकरि (2) में  का मान रखने पर 

 (यडद मानें डक  कोई प िाांक है) 

  िहाुँ   

(अतिः  एक सम सूंख्या है और इसतलए  िो डक प िाांक है, भी एक सम सूंख्या होगी।) 

  िहाुँ   

 यानी अब   और  उभयतनष्ठ गिुनखण्ड 2 है अर्ाात  और  सहअभाज्य नहीूं है। यह माने 

गए कर्न से विपररत है, णिसमें ,  सहअभाज्य रे्। अतिः इसको गलत तसद्ध करता है डक  एक पररमेय 
सूंख्या है।  

 अतिः हम इस तनष्कषा पर पहुुँचे डक  एक अपररमेय सूंख्या है।  

2

2 2

2

2

2

2

a

b ,a b I 0b 

a b

2
2

2
a

b

2 22b a

22m a 2m b m I

2
2 2m n 2 ,a n n I  a a

a

2 2 2 22 (2 ) 2b n b n   2n p

2 2b p  p I

2b b

2b q  q I

a b a b

a b 2

2
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 इस प्रकार सत्यापन के तरीके को विरोधोवक्त द्वारा उपपवत्त (proof by contradiction) कहते हैं। िैसा 
डक हमने ऊपर डकया। इस तरीके में हम यह मान लेते हैं डक डदया गया कर्न सत्य नहीूं है और उस कर्न 
का उल्टा (तनषेधन) सही है। डफर ताडका क ढूंग से आगे बढ़कर माने गए कर्न को गलत सावबत करते हैं। 
पररिाम स्िरूप िास्तविक कर्न सत्य तसद्ध हो िाता है। 

इस प्रकार कई बार कर्नों को तसद्ध करने के तलए इस वितध का उपयोग करते हैं। िैसा डक 

आपने देखा इसमें सबसे पहले कर्न का तनषेधन को सही मानते हैं।  

डकसी कर्न को नकारना उस कर्न का तनषेधन कहलाता है। इसके तलए हम विशेष तचह्न का इस्तेमाल करते 
हैं। कर्न P का तनषेध कर्न ~P याने डटल्ड P  तलखा िाता है।  

 आइए कुछ उदाहरि देखते हैं- 

 1. P: x और y दोनों प िाांक है। 

                ~P: x और y दोनों प िाांक नहीूं है। 

    2.  रेखाखण्ड , रेखाखण्ड  पर लूंब है। 

   ~B: रेखाखण्ड , रेखाखण्ड  पर लूंब नहीूं है। 

करके देखें 

 तनम्न कर्नों का तनषेधन कर्न तलणखए- 

 1.  C: स्पशा रेखा ितृ्त को तसफा  एक वबूंद ुपर स्पशा करती है। 

 2.  D: समारतर माध्य गिुोत्तर माध्य से बड़ा होता है। 

 3.  R:    एक ऋिात्मक सूंख्या है। 

कर्नों की िाुँच:     

कई बार कर्नों की िाुँ ूेंच करने में सीधे-सीधे तका  ढ ुँढ़ना आसान नहीूं होता। उरहें तसद्ध करना आसान नहीूं 
होता और कई बार तो िह सही भी नहीूं होते और उरहें गलत तसद्ध करना होता है। गणितीय कर्न को गलत 
तसद्ध करने के तलए कैसे बढ़ें? 

कर्न 5:- सभी अभाज्य सूंख्याएुँ विषम होती है। 

हम पाते हैं डक इस कर्न में ताडका क सूंबूंध ढुँ  ेढना कडठन है, लयोंडक अभाज्य सूंख्याएुँ पता करने का कोई 
तनणश्चत पटैना नहीूं है यह स्पष्ट है डक अनूंत अभाज्य सूंख्याओूं के विषम होने की िाुँच करना सूंभि नहीूं है। 
डकरतु यडद हम एक भी ऐसी अभाज्य सूंख्या ढ ुँढ लें िो विषम नहीूं है, तो यह कर्न असत्य तसद्ध हो िाएगा। 
ऐसा एक प्रत्यदुाहरि है। ’2’ यह एक ऐसी अभाज्य सूंख्या है िो विषम नहीूं है। अतिः डदया गया कर्न असत्य 
है । 

       अब इस कर्न के तलए प्रत्यदुाहरि ढ ुँढ़ें। 

:B AB PT

AB PT

2 2b a
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कर्न 6:-   यडद  पररमेय सूंख्या है तो  भी पररमेय सूंख्या है।  

 इस कर्न में भी अगर  है, िो एक पररमेय सूंख्या है तो  तमलेगा िो पररमेय सूंख्या 
नहीूं है। अतिः इस एक उदाहरि से डदए गए कर्न को असत्य तसद्ध कर डदया। इसके तलए और भी कई 
उदाहरि तमल सकते है। 

     यह ध्यान रहे डक तसफा  एक प्रत्यदुाहरि से कोई व्यापक कर्न असत्य तसद्ध हो िाता है लयोंडक गणित 
में डकसी कर्न के व्यापक रूप से सत्य होने के तलए उसका हर णस्र्तत में िधै होना िरुरी है। इसतलए यडद 
कर्न एक भी णस्र्तत में गलत सावबत हो िाता है तो िह असत्य है। इसे प्रत्यदुाहरि द्वारा (Disproof by 

counter example) कर्न को असत्य तसद्ध करना कहते हैं। 

करके देखें 

 इन कर्नों का एक प्रत्यदुाहरि ढ ूंढ़ें और असत्य तसद्ध करें। 

 a. सभी धनात्मक पररमेय सूंख्याओूं का गिुा दोनों पररमेय सूंख्याओूं से बड़ा होता है। 

 b. सभी समरूप आकृततयाुँ, सिाांगसम भी होती हैं।श ्

उदाहरििः-2. तसद्ध कीणिए डक 2k + 7 एक विषम प िाांक है िहाुँ k एक प िाांक है। 

 हलिः-         यडद  n विषम प िाांक है, तो n = 2k + 1 तलख सकते हैं िहाुँ k कोई प िाांक है। 

                           हमें तसद्ध करना है डक n = 2k + 7 विषम प िाांक है  k  I 

  n = 2k + 7 

    = 2k + 6 + 1   

    = 2(k + 3) + 1      .......... (1) 

  माना k + 3 = m  m  I   .......... (2) 

 (1) ि (2) से   n = 2m + 1 

  एक विषम प िाांक हैं  m  I (विषम सूंख्या की पररभाषा के अनसुार) 

 स्पष्टतिः 2k + 7 एक विषम प िाांक है 

 

 

प्रश्नािली 2 

1. इन कर्नों को गणितीय रूप में तलणखए । 

 (i) प िाांक, गिुन सूंडक्रया के सापेक्ष सूंितृ है। 

 (ii) पररमेय सूंख्याओूं में घटाने में क्रम वितनमेय लाग  नहीूं होता है।  

x R 
2x x

2 2x  2x 
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2. तनम्न गणितीय कर्नों को पढ़कर उनपर आधाररत उत्तर दें। 

 अ. n3  n   n  Q 

  (i) इस कर्न को शब्दों में तलखें। 

  (ii) लया यह कर्न सही है? 

  (iii) यह कर्न डकन सूंख्याओूं के तलए सही है?  

  (iv) लया इस कर्न में  रखा िा सकता है? 

  (v) लया कर्न     सही है? कारि बताएुँ। 

 ब. x2 = 1   x = 1 

  (i) इस कर्न को ‘यडद-तो’ के रूप में तलखें। 

  (ii) लया यह कर्न सही है? 

  (iii) यडद x  N लया यह कर्न सही है? 

3. बताइए डक तनम्न कर्न सत्य है या असत्य। उत्तर का कारि तलखें। 

  (i) सभी बहुभिु पूंचभुि होते हैं। 

  (ii) सभी षट्भिु बहुभिु होते हैं। 

  (iii) सभी सम सूंख्याएुँ 2 से भाज्य नहीूं होती हैं। 

  (iv) कुछ िास्तविक सूंख्याएुँ अपररमेय होती हैं। 

  (v) सभी िास्तविक सूंख्याएुँ पररमेय होती हैं। 

4. डदया हुआ है डक ABCD समाूंतर चतुभुाि है और B = 80° तब समाूंतर चतुभुाि के अरय कोिों के 
बारे में आप लया तनष्कषा तनकाल सकते हैं? 

5. तसद्ध करें डक 4m+9 एक विषम प िाांक है िहाुँ m एक प िाांक है। 

6. उपयकु्त तचह्न का उपयोग करते हुए तनम्न कर्नों का तनषेधन कर्न तलणखए- 

 (i)  अपररमेय सूंख्या है। 

 (ii) A 

 (iii) D कुछ पररमेय सूंख्याएुँ प िाांक होती हैं। 

 (iv) P वत्रभुि PQR समबाहु है। 

7. तनम्न कर्नों में ताडका क सूंबूंध पता करें और अूंतभााि (“) तचह्न का उपयोग करके दशााएुँ- 

2

7
n 

3p p p I 

M: 7
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 (i) A:   ABC के सभी अूंतिःकोि बराबर हैं। 

  B:    ABC एक समबाहु वत्रभुि है। 

 (ii) T:    P (a) = 0 

  S:    (x-a) बहुपद P (x) का एक गिुनखूंड है। 

 (iii) P:    x और y दो विषम सूंख्याएुँ हैं। 

  Q:    x + y एक सम सूंख्या है। 

प्रततधनात्मक (Contrapositive) 

कुछ कर्नों को डदए गए रूप में तसद्ध करना मुणश्कल होता है, िैसे यह कर्न देखें:- 

 A
1
:  यडद दो वत्रभुि समरूप नहीूं है तो ि ेवत्रभिु सिाांगसम भी नहीूं है। 

इस कर्न को ऐसे भी तलखा िा सकता है:- 

 A
2
: यडद दो वत्रभुि समरूप हैं तो ि ेसिाांगसम भी हैं। 

 A
3
: यडद दो वत्रभुि सिाांगसम नहीूं हैं तो िे समरूप भी नहीूं हैं। 

 A
4
: यडद दो वत्रभुि सिाांगसम हैं तो िे वत्रभिु समरूप भी हैं। 

 अब बताएुँ डक ऊपर तलखे चारों कर्नों में से कौन-से कर्न तुल्य है? िाडहर है कर्न A
1
 और A

4
  

तुल्य कर्न है, लयोंडक यह दोनों ताडका क रूप से एक ही बात कहते हैं और िही उसका प्रततधनात्मक रूप है। 

 हालाडक कर्न A
1
 और A

4
  ताडका क रूप से एक ही बात को कहते हैं पर कर्न A

1
 की अपेक्षा A

4 
  में 

तका  ढुँढना और उसे उपयोग करना ज्यादा आसान है। कर्न A
4
 कर्न A

1
 का प्रततधनात्मक रूप है। इसतलए 

कुछ कर्नों को तसद्ध करने के तलए उरहें प्रततधनात्मक रूप में तलखकर तसद्ध करते हैं। 

उदाहरििः-3. तनम्न कर्न का प्रततधनात्मक रूप में तलखूंेे - 

  यडद एक सूंख्या 25 से भाज्य है तो िह 5 से भी भाज्य होगी। 

हलिः-  यडद एक सूंख्या 5 से भाज्य नहीूं है तो िह 25 से भी भाज्य नहीूं है। 

उदाहरििः-4. यडद x2 – 6x + 5 सम है, तो x विषम है। िहाुँ x  I 

हलिः-  इस कर्न को प्रततधनात्मक रूप में तलखकर देखते हैं। 

 यडद x विषम नहीूं है, तो x2 – 6x + 5 सम नहीूं है। x  I 

 अब x विषम नहीूं है x  सम है 

 x = 2k, k  I  (सम प िाांक की पररभाषा से) 

 x2 – 6x + 5 (2k)2  – 6(2k) + 5 




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 4k2 – 12k + 4 + 1 2 (2k2 – 6k + 2) + 1 

 2b + 1 िहाुँ b = 2k2 – 6k + 2 और b एक प िाांक है (b  I) 

 विषम प िाांक की पररभाषा से हम यह िानते हैं डक 2b + 1 एक विषम प िाांक है। 

 अर्ाात ्यडद x  विषम नहीूं है, तो x2 – 6x + 5 सम नहीूं है। 

 

प्रश्नािली 3 

1. तसद्ध करें डक n बहुभिु िहाुँ   , और णिसकी सभी भुिाएुँ बराबर हैं, के                    

अूंतिः कोिों का योग n होता है।         

2. डकसी समाूंतर श्रिेी का n िाूं पद 6n+1 है। तसद्ध करें डक उस श्रिेी के p पदों का योग 3p2 + 4p है। 

3. तसद्ध करें डक डकरहीूं भी तीन क्रमागत सम सूंख्याओूं का योग हमेशा 6 का गिुि होता है। 

4. तसद्ध करें डक (2n + 3)2 – (2n – 3)2 का एक गिुनखण्ड 8 है यहाुँ द एक प्राकृत सूंख्या है। 

5. तसद्ध करें डक दो क्रमागत प िाांक सूंख्याओूं के िगााेे ूें के योग को 4 से विभाणित करने पर शेषफल 
सदैि 1 प्राप्त होता है । 

हमने सीखा 

1. कर्नों को तसद्ध करने के तलए - 

(i)  पहले से तसद्ध प्रमेय, पररभाषा या अतभगहृीत का उपयोग डकया िाता है। 

 (ii)  उपपवत्त का प्रत्येक कर्न, ठीक पहले िाले कर्न से ताडका क रूप से िुड़ा होता है। 

(iii)  कर्नों को तलखते समय विशेष प्रकार के प्रतीकों तचह्नों का प्रयोग डकया िाता है ताडक बड़े िालयों को 
सूंणक्षप्त में तलखा िा सके।  

2. गणितीय भाषा का प्रयोग करके कर्नों को सटीक, सूंके्षप ि स्पष्ट भाषा में तलखा िा सकता है।  

 िैसे-   आडद।  

3. गणितीय कर्नों को तसद्ध करने के ढूंग 

 (i)  तनगमन तका  

 (ii)  प्रत्यदुाहरि द्वारा 
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ठोस आकृततयों का पषृ्ठीय क्षेत्रफल एिूं आयतन  

[SURFACE AREA AND VOLUME OF SOLIDS]  
  

15 

     
 

पररचय (Introduction)  

 हम वत्रविमीय सूंसार में रहते हैं। णिन वत्रविमीय आकृततयों को हम देख सकते हैं या स्पशा कर सकते हैं 
उन आकृततयों की लूंबाई, चौड़ाई और ऊुँ चाई को मापा िा सकता है। कई  बार हमें इन आकृततयों के अियिों 
िैसे- आयतन, के्षत्रफल आडद को मापने की आिश्यकता होती है। िैसे िमीन खरीदते-बेचते समय, म तता बनाने में 
डकतना सामान लगेगा पता करने में इत्याडद।  

 वत्रविमीय आकृततयों के के्षत्रफल और आयतन पता करने के पहले हम इन आकृततयों को खोलकर देखते 
हैं।  

वत्रविमीय आकृतत बनाने के तलए पषृ्ठीय िाल  

 कमली और माूंगी के पास पटु्ठे का एक घनाकार डडब्बा र्ा। उरहोंने कैं ची की सहायता से डडब्बे की कोर 
को काटा और फैलाकर रख डदया। इस खुली हुई आकृतत के बारे में उरहोंने आपस में चचाा की। कुछ समय बाद 
उरहोंने सेलो टेप (Cello tape) की सहायता से इन खुले हुए भागों को िोड़कर डडब्बे को िापस बना तलया और 
बहुत खुश हुए। उरहोंने माूंगी के वपता को डडब्बा डदखाया और अपने द्वारा डकये गये काया की चचाा की। 

 

   

 

 

 

 माूंगी के वपता बहुत खुश रे् परूंतु उरहोंने प छा डक लया डडब्बा और अलग तरह से भी खोला िा सकता 
है? डफर उरहोंने डडब्बे को खोला और आकृतत (3) प्राप्त डकया। माूंगी और कमली ने तरुूंत ही उस आकृतत को 
िापस रखने की कोतशश की। 

 कमली और माूंगी से माूंगी के वपता ने पटु्ठे को एक-एक घनाकार डडब्बों के डकनारों को काटकर खलुी 
आकृतत बनाने के तलए कहा, दोनों ने नीचे दी गई आकृततयाुँ बनाईं। 
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दोनों से माूंगी के वपता ने इस गततवितध के द्वारा आकृतत बनाने के तरीकों पर चचाा की यहाुँ हमने 
पाया डक िब हम पटु्ठे के घनाकार डडब्बे की कोरों को काटते हैं और उसे फैला कर रखते हैं तो हमें 
दो वितभरन प्रकार की समतल आकृततयाुँ प्राप्त हो सकती हैं। इन समतल आकृततयों को घन का पषृ्ठीय 
िाल (Net) कहते हैं। डकसी वत्रविमीय आकृतत का पषृ्ठीय िाल (Net) डद्वविमीय आकृतत होती है। 
आकृतत-5 और आकृतत-6 एक ही घन के दो पषृ्ठीय िाल को प्रदतशात करते हैं। लया हम इसी घन के 
और अतधक पषृ्ठीय िाल प्राप्त कर सकते हैं? 

 

 

 करके देखें 

 

 

 

 

करके देख े

1. पटु्ठे के घनाकार डडब्बे लीणिए और उनकी कोरों को काटते हुए अलग-अलग ढूंग से खोतलए। आप 
डकतने प्रकार के वितभरन खलुी (समतल) आकृततयाुँ पाते हैं? 

2. घन का पषृ्ठीय िाल (Net) बनाइए। 

हम पटु्ठे के घनाकार डडब्बे से ग्यारह तभरन-तभरन पषृ्ठीय िाल प्राप्त कर सकते हैं।  
एक घनाभ का पषृ्ठीय िाल कैसा होगा?    

3. एक पटु्ठे से 4सेमी. भुिा िाला घनाकार डडब्बा तैयार कीणिए। 

4. एक पटु्ठे का घनाभाकार डडब्बा तैयार कीणिए णिसकी भिुाएुँ 12 सेमी., 6 सेमी. और 8 सेमी. है। 

घन और घनाभ के भाग (Parts of a Cube and Cuboid)  

(i) घन और घनाभ के पषृ्ठ, कोर और शीषा (Face, Edge and Vertex)   

  वपछली कक्षाओूं में हम घन, घनाभ और बेलन के बारे में पढ़ चुके हैं । इस अध्याय में हम घन और 
घनाभ के भागों के बारे में िानेंगे। 

पता लगाएुँ (Explore)  

 डदए गए घन और घनाभ के तचत्र को देणखए। यहाुँ  ABCDEFGH घनाभ और 
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PQRSTUVW घन है। घन और घनाभ का नामकरि शीषों के आधार पर होता है। लया आप घन और घनाभ 
के पषृ्ठ, कोर और शीषों को तगनकर उनके नाम बता सकते हैं? 

 

घन या घनाभ के पषृ्ठों ि शीषों के बीच लया सूंबूंध है? 

आकृतत (7, 8)  का अिलोकन करते हुए तमत्रों से चचाा करें और अपनी अभ्यास पणुस्तका में तलखें। 

आपके अिलोकन के वबूंद ुतनम्नतलणखत हैं- 

डदए गए घनाभ ABCDEFGH के कुछ अिलोकन एिूं सूंबूंध- 

 घनाभ के 8 शीषा हैं, िो A,B,C,D,E,F,G और H हैं। 
     घनाभ की 12 कोर हैं। घनाभ में सम्मुख कोर बराबर होते हैं। िैसे ऊपर डदए घनाभ (आकृतत 7) में 

कोर AB ि DC, EF ि HG आडद सम्मुख कोर बराबर हैं। 
 घनाभ के 6 पषृ्ठ हैं, िो ABCD, EFGH, AFGB, DEHC, AFED और BGHC हैं। 

ABCD और EFGH आपस में बराबर हैं। इसी प्रकार AFGB और DEHC, AFED और BGHC बराबर हैं।  
 आकृतत 7 ि 8 का अिलोकन करें और बताएुँ डक कौन-कौन सी कोरों की लूंबाईयाुँ और कौन -कौन से 
पषृ्ठ आपस में बराबर हैं? 

(ii)  घन और घनाभ के विकिा (Diagonal of a Cube and Cuboid):- 

 तशक्षक ने विद्यातर्ायों से प छा- चॉक के डडब्बे ि कक्षा की आकृतत कैसी है? सभी विद्यातर्ायों ने उत्तर डदया 
डक घनाभ िसैी है तब तशक्षक ने पाूंच विद्यातर्ायों को बलुाकर उरहें चॉक के डडब्बे में पेंतसल रखने को कहा। 
विद्यातर्ायों ने कहा डक पेंतसल डकसी भी तल पर रखने पर डडब्बे में 
नहीूं आती। ABCDEFGH चॉक का एक डडब्बा है। इस डडब्बे में पेंतसल 
को तल BGHC पर रखने पर हम देखते हैं डक पेंतसल डडब्बे के अरदर 
नहीूं समा पाती लयोंडक पेंतसल की लूंबाई डडब्बे की लूंबाई से अतधक 
है। तब लया पेंतसल को डडब्बे के अरदर रखा नहीूं िा सकता ? लेडकन 
यडद पेंतसल को BGHC पर इस प्रकार रखें डक उसके तसरे BH या GC  

 

की ओर हो तब एक सूंभािना बनती हैं डक शायद पेंतसल डडब्बे में समा िाए लयोंडक आप देखते हैं डक B GHC 

में BH  या GC की लूंबाई BG ि BC से अतधक है। (एक चॉक का या अरय कोई खाली डडब्बा ले कर देखें िो 
घनाभ के आकार का हो) यडद पूंतसल को ऐसा रखने के बाद भी िह डडब्बे में समा नहीूं पाती तब लया पेंतसल 
को रखने का कोई और तरीका हो सकता है णिससे पेंतसल के डडब्बे में समा सकने की सूंभािना हो? 
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अब यडद पेंतसल को इस प्रकार रखें डक उसके तसरे DG या AH या FC या EB की ओर रहे तब हम 
देखते हैं डक पेंतसल के डडब्बे में समा िाने की सूंभािना और भी बढ़ िाती है। यानी यह द री डडब्बे 
के अरदर की सबसे लूंबी द री होती  है। यह द री चॉक के डडब्बे (घनाभ) का आकाशीय विकिा है। 
यानी । AH,DG,FC,EB घनाभ ABCDEFGH के आकाशीय विकिा हैं। इरहें हम घनाभ का विकिा कहते 
हैं। घनाभ ABCDEFGH में उसके तल के विपरीत कोनों की द ररयाुँ िैसे AE ि DF,DH ि EC इत्याडद 
घनाभ के पषृ्ठीय विकिा हैं।                

 तब तशक्षक ने कक्षा के सभी विद्यातर्ायों से कहा डक डकसी घनाभाकार डडब्बे में धागे की सहायता से 
आकृतत 9 में दशााई गई द ररयों d1,d2,d3 ि d4 को मापकर देखें डक उनमें कौन-सी द री सबसे अतधक है। इन 
द ररयों को हम लया कहेंगे?   

 d1, d2 और d3 को घनाभ का विकिा कहते हैं, परूंत ुd4 लया है? लया हम इसे भी विकिा कह सकते हैं? 

यह भी एक विकिा है डकरतु बाकी से अलग। यह घनाभ के डकसी भी तल पर णस्र्त नहीूं है।                                                                           

 इस प्रकार d1, d2 ,d3 और d4 विकिा हैं, णिसमें परूंतु ये दो तभरन प्रकार के हैं। d1, d2 ,d3 डकसी पषृ्ठ 
पर बने विकिा हैं इसतलए इरहें पषृ्ठीय विकिा कहते हैं तर्ा d4 प रे घनाभ में है इसतलए इसे घनाभ का विकिा 
(diagonal of cuboid) या आकाशीय विकिा कहते हैं। 

       

 घनाभ का पषृ्ठीय और आकाशीय विकिा (face and space diagonal)  

 यडद हम पटु्ठे की डडब्बे को देखेंगे तो पाएुँगे डक विकिा दो प्रकार के हैं एक डडब्बे के पषृ्ठ पर तर्ा द सरा 
प रे घनाभ में है िो विकिा डडब्बे के पषृ्ठ पर बनते हैं , िे पषृ्ठीय विकिा कहलाते हैं और िो विकिा प रे डडब्बे 
(अर्ाात वत्रविमीय आकृतत) में बनते हैं, िे घनाभ के विकिा कहलाते हैं।  

 ज्यातमतत में घन या घनाभ का पषृ्ठीय विकिा एक ही पषृ्ठ के शीषों को 
तर्ा घनाभ का विकिा अलग-अलग पषृ्ठों को तमलाने िाला रेखाखूंड होता है। 
डदए गए घनाभ (आकृतत-10) में AH घनाभ का विकिा तर्ा AC पषृ्ठीय विकिा 
है। 

  

हम घन या घनाभ के कुल 16 विकिा प्राप्त कर सकते हैं णिसमे 12 पषृ्ठीय विकिा तर्ा 4 घन और घनाभ के 
विकिा हैं। 

करके देखें 

 

1. अपनी कॉपी पर एक घन और घनाभ बनाइए और इनके विकिों के नाम तलणखए। घन और घनाभ के पषृ्ठीय 
तर्ा घन और घनाभ के विकिों की सूंख्या तगनकर अलग-अलग तलणखए। 

     

घन एिूं घनाभ के  विकिों की लूंबाई पता करना 
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(Finding out the Diagonal of cube and cuboid)  

 

घनाभ  (Cuboid)  

  डकसी कमरे में कमरे की लूंबाई ,चौड़ाई और ऊुँ चाई से भी अतधक लूंबाई के बाुँस को रखना है। यडद 
हमें कमरे की लूंबाई,चौड़ाई,ऊुँ चाई और बाुँस की लूंबाई पता हो तब यह कैसे िान पाएुँगे डक िह बाुँस कमरे में 
रखा िा सकेगा या नहीूं ? या हम यह कैसे बताएुँ डक अतधकतम डकतनी लूंबाई का बाुँस कमरे के भीतर रखा िा 
सकेगा? यानी डकसी घनाभ के आकार के डडब्बों में अतधकतम डकतनी लूंबाई की छड़ी,पेंतसल या लकड़ी का टुकड़ा 
रखा िा सकता है यह पता करने के तलए हमें घनाभ की लूंबाई ,चौड़ाई,ऊुँ चाई और उसके आकाशीय विकिा में 
सूंबूंध को िानना होगा। हम घन और घनाभ के पषृ्ठीय विकिा तर्ा घन या घनाभ के विकिों के बारे में िान 
चुके हैं । अब हम यह िानेंगे डक यडद घनाभ की भिुाएुँ दी गई हों तो उनके पषृ्ठीय विकिा तर्ा घनाभ के विकिों 
की लूंबाई की गिना कैसे करें? 

पषृ्ठीय विकिा (Face Diagonal)  

पषृ्ठीय विकिा की लूंबाई कैसे ज्ञात करेंगे? 

      हम िानते हैं डक ∆𝐴𝐷𝐶 एक समकोि वत्रभिु है िहाुँ AD = a  इकाई और DC = C इकाई 

है इसतलए बोधायन-पाइर्ागोरस प्रमेय से हम पाते हैं डक  

        AC = √𝐴𝐷2 + 𝐷𝐶2              

   d1 = √𝑎2 + 𝑐2              

 

अतिः पषृ्ठीय विकिा (AC) की लूंबाई =  √𝑎2 + 𝑐2  इकाई 

इसी प्रकार हम पषृ्ठीय विकिा AE और AG ज्ञात कर सकते हैं। 

        AE =d2 = √𝑎2 + 𝑏2 इकाई  

        AG =d3 = √𝑏2 + 𝑐2 इकाई  

अतिः ऐसे घनाभ णिसकी तीनों भिुाएुँ अलग-अलग लूंबाई की हैं में 3 अलग-अलग लूंबाई के पषृ्ठ विकिा होते हैं। 

 

घनाभ का विकिा  

डदए गए घनाभ (आकृतत 11) की भिुाएुँ a इकाई, b इकाई और c इकाई हैं। AH घनाभ का एक विकिा है। हम 
घनाभ के विकिा AH की लूंबाई की गिना कैसे करेंगे? 

    आकृतत 11 में AE एक पषृ्ठीय विकिा है और इसकी लूंबाई  √𝑎2 + 𝑏2 इकाई होगी। 
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 ∆𝐴𝐸𝐻  एक समकोि वत्रभिु है। (आकृतत 12) हम बोधायन-पाइर्ागोरस प्रमेय से घनाभ का 
विकिा AH की लूंबाई ज्ञात कर सकते हैं। 

AH = √𝐴𝐸2 + 𝐸𝐻2      

      = √(𝑎2 + 𝑏2) + 𝐶2)    

      = √𝑎2 + 𝑏2
+ 𝐶2    

 

इसतलए घनाभ के विकिा (AH) की लूंबाई   

          = √𝑎2 + 𝑏2
+ 𝐶2  इकाई 

अतिः घनाभ के आकाशीय विकिा की लूंबाई = √(लम्बाई) 2 + (चौडाई)2 +  (ऊुँ चाई)2  इकाई 

लया अरय 3 आकाशीय विकिा की लूंबाई भी इतनी ही है? यह विकिा पहचानें। 

 विकिा हैं........,..........,........ 

बोधायन-पाइर्ागोरस प्रमेय का उपयोग करके पता करें। 

घन (Cube)- 

    यडद घन की भुिा  a इकाई हो तो घन के पषृ्ठीय विकिा की लूंबाई  = √𝑎2 + 𝑎2 

         =  √2𝑎2 

         = 𝑎 √2   इकाई 

घन के सभी पषृ्ठीय विकिा एक ही लूंबाई के हैं। 

घन का आकाशीय विकिा    = √𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2                       

                                              =  √3𝑎2 

   = 𝑎 √3   इकाई 

उदाहरििः-1. एक घनाभ की लूंबाई 10 सेमी., चौड़ाई 4 सेमी. तर्ा ऊुँ चाई 5 सेमी. है तो 
आकाशीय विकिा की लूंबाई ज्ञात कीणिए?                 

 

हलिः- घनाभ की लूंबाई, चौड़ाई ि ऊुँ चाई दी गई है। हमें घनाभ के आकाशीय विकिा की 
लूंबाई ज्ञात करनी है। 

हम िानते हैं डक 

घनाभ का विकिा = √(लम्बाई) 2 + (चौडाई)2 +  (ऊुँ चाई)2  
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                   =  √(10)2 + (4)2 + (5)2  

=  √100 + 16 + 25             

=  √141  

                = 11.87 सेमी. 

अतिः घनाभ के विकिा की लूंबाई 11.87 सेमी. होगी। 

उदाहरििः-2. 

     6 सेमी. भिुा िाले घन के पषृ्ठीय विकिा ि घन के आकाशीय विकिा की लूंबाई ज्ञात कीणिए? 

हलिः- घन की भुिा 6 सेमी. दी गई है। हमें पषृ्ठीय ि घन के आकाशीय विकिा की लूंबाई ज्ञात करनी है। 

हम िानते हैं डक घन का पषृ्ठीय विकिा = 𝑎 √2  इकाई, िहाुँ a घन की भुिा है। 

अतिः घन का पषृ्ठीय विकिा = 6 √2  सेमी. 

च ुँडक घन का विकिा = 𝑎 √3 इकाई 

अतिः घन का विकिा = 6√3 सेमी.  

               

प्रश्नािली-1 

 1.  एक घनाभ 8 मी. लूंबा, 4 मी. चौड़ा और 2 मी. ऊुँ चा है। घनाभ के सभी विकिों की लूंबाई ज्ञात कीणिए? 

 2.  एक घन के पषृ्ठीय विकिा की लूंबाई ज्ञात कीणिए णिसकी भुिा 12√3 से. मी. है। उसका आकाशीय 
विकिा डकतना होगा? 

3.  उस बड़े से बड़े खूंभे की लूंबाई ज्ञात कीणिए िो 10 मी. लूंबा, 10 मी. चौड़ा और 5 मी. ऊुँ चे कमरे में 
रखा िा सकता है?   

बेलन (Cylinder)  

      बेलन एक वत्रविमीय आकृतत है णिसमें दो सिाांगसम एिूं समाूंतर ितृ्तीय पषृ्ठ, 

एक िक्र पषृ्ठ के द्वारा आपस में िुड़े होते हैं।  

बेलन के उदाहरि - पाइप, ट्य ब लाइट इत्याडद। 

 ितृ्तीय पषृ्ठों के बीच की लूंबित द री को बेलन की ऊुँ चाई तर्ा ितृ्तीय पषृ्ठ को 
बेलन का आधार कहते हैं। ितृ्तीय पषृ्ठों (आधार) के केरिों को तमलाने िाला रेखाखूंड बेलन 
का अक्ष कहलाता है। 
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बेलन के प्रकार (Types of Cylinder)  

लूंबितृ्तीय और ततयाक बेलन 

िब दो आधार ठीक एक द सरे के ऊपर हों तर्ा अक्ष आधार के सार् समकोि बनाता हो तो उसे “ लूंब ितृ्तीय 
बेलन ” कहते हैं।(आकृतत 15) यडद लूंब ितृ्तीय बेलन के एक आधार को र्ोड़ा सा णखसका डदया िाये णिससे अक्ष 
आधार के लूंबित न हो तो उसे ततयाक बेलन (Oblique Cylinder) कहते हैं।(आकृतत 16) 

बेलन का पषृ्ठीय िाल (Net of Cylinder)  

 एक ऐसा बेलन लें णिसके दोनों तसरे बूंद हों। माना इस बेलन के आधार की वत्रज्या r तर्ा ऊुँ चाई h 
इकाई  

 

है। िब हम बेलन (आकृतत-17) की कोर को काटकर फैलाते हैं (आकृतत 18, 19) तब हमें बेलन का पषृ्ठीय िाल 
(net) प्राप्त होता है।  

 बेलन के पषृ्ठीय िाल में, आयत की लूंबाई (बेलन का िक्र तल) इकाई तर्ा चौड़ाई (बेलन की ऊुँ चाई) इकाई और 
दोनों ितृ्तीय सतहों की वत्रज्या r इकाई है। 

 

 

 

 

करके देखें 

 1.  7 सेमी. ऊुँ चाई तर्ा 2 सेमी. वत्रज्या के आधार िाले बेलन का पषृ्ठीय िाल (net) बनाइए। 

 2.  ड्राईंग पेपर का उपयोग करते हुए 7 सेमी. ऊुँ चाई तर्ा 2 सेमी. वत्रज्या िाले बेलन बनाइए। 

 

 

 

लूंब ितृ्तीय बेलन का पषृ्ठीय क्षेत्रफल (Surface area of right circular cylinder)  
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 यहाुँ r वत्रज्या तर्ा h ऊुँ चाई के बेलन का पषृ्ठीय िाल 
(Net) आकृतत 20(ii) के समान डदखेगा। इस सूंदभा में आयत की 
चौड़ाई बेलन की ऊुँ चाई h के बराबर तर्ा आयत की लूंबाई ितृ्त की 
पररतध 2𝜋r के बराबर है। 

      

 

अतिः बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल   = आयत का के्षत्रफल                         
      = 2 𝜋 r h िगा इकाई 

और बेलन के सम्प िा पषृ्ठ का के्षत्रफल  = िक्र पषृ्ठ का के्षत्रफल + दोनों आधारों का के्षत्रफल 

                             = 2𝜋rh + 𝜋r2+ 𝜋r2 

= 2𝜋rh + 2𝜋r2 

                                         = 2𝜋r (h + r) िगा इकाई 

      िहाुँ r बेलन के आधार की वत्रज्या तर्ा ऊुँ चाई h है। 

 

लूंब ितृ्तीय बेलन का आयतन  (Volume of a Right Circular Cylinder)  

 हम िानते हैं डक घनाभ का आयतन, घनाभ के आधार का के्षत्रफल और उसकी ऊुँ चाई का गिुनफल 
होता है। नीचे दी गई आकृतत-21 एक घनाभ है णिसके आधार में भिुाओूं की सूंख्या के बढ़ने से आकृतत -21 में 
क्रतमक पररितान हो रहा है। आप देख सकते हैं डक यह धीरे-धीरे लूंब ितृ्तीय बेलन बनता िाता है। यह इसतलए 
डक आधार धीरे-धीरे ितृ्त के और करीब िाता रहता है।िब इसके आधार की भुिाओूं की सूंख्या असीतमत हो िाती 
है तब यह आधार ितृ्त बन िाता है और प री आकृतत लूंब ितृ्तीय बेलन (आकृतत-22) बन िाती है। 

 

 

इसतलए हम कह सकते हैं डक बेलन के आयतन का स त्र हम घनाभ से प्राप्त कर सकते हैं। बेलन का आयतन 
उसके आधार के के्षत्रफल और उसकी ऊुँ चाई के गिुनफल के बराबर होता है। 

 माना बेलन के आधार की वत्रज्या r इकाई तर्ा ऊुँ चाई h इकाई हो तो 

 बेलन का आयतन  = आधार का के्षत्रफलऊुँ चाई 

                  =   𝜋r2X h 

                  =   𝜋r2h घन इकाई 
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करके देखें 

1.  एक कागि की शीट लें। उसे लूंबाई की तरफ से मोड़कर एक बेलन बनाएुँ। प्राप्त बेलन का के्षत्रफल एिूं 
आयतन प्राप्त करें। अब इसी शीट को चौड़ाई की ओर से मोड़कर प्राप्त बेलन का आयतन एिूं के्षत्रफल प्राप्त करें। 
प्राप्त आयतन और के्षत्रफल के बारे में आप लया कह सकते हैं? 

2.    पाुँच रुपए के कुछ तसलके लें और अलग-अलग सूंख्या में तसलकों को एक के ऊपर एक िमाएुँ। इस तरह 
से प्राप्त आकृतत का के्षत्रफल एिूं आयतन तनकालें। के्षत्रफल एिूं आयतन प्राप्त करने के तलए आपने डकन-डकन 
तरीकों का उपयोग डकया? 

 

िक्रपषृ्ठ ि आयतन की गिना 

 अकसर आयतन मापने के तलए बेलनाकार बतानों का उपयोग होता है। इसके अलािा यह पता करना 
होता है डक डकसी धातु की बेलनाकार िस्तु को बनाने में डकतनी धात ुलगेगी अर्िा डकसी बेलनाकार डडब्बे पर 
रूंग करने में डकतना रूंग खचा होगा अर्िा डकतना कागि इसे प री तरह लपेट लेगा? इस सबके तलए हमें बेलन 
के िक्रपषृ्ठ ि आयतन की गिना करनी होगी। आइए,देखें यह गिना कैसे करते हैं। 

उदाहरििः-3. एक लूंबितृ्तीय बेलन के आधार की पररतध 44 सेमी. है, यडद बेलन की ऊुँ चाई 10 सेमी.  है तो 
बेलन का िक्रपषृ्ठ और आयतन ज्ञात कीणिए। 

हलिः- मान लीणिए डक बेलन के आधार की वत्रज्या r सेमी. और ऊुँ चाई h सेमी. है। 

डदया है बेलन की ऊुँ चाई h  = 10 सेमी. 

बेलन के आधार की पररतध 2𝜋rh  = 44 सेमी. 

                                           r =  
44

2𝜋
       

                             r =  
44

2
 X  

7

22
  

r =   7 सेमी.   

 

csyu dk oØi`"B = 2𝜋rh  

                                  = 2 X  
22

7
  x 7 x 10  

         csyu dk oØi`"B  ¾ 440 oxZ lseh- 

  csyu dk vk;ru  =   𝜋r2h 

                                     =  
22

7
  x 7 x 7 x 10  

 

        बेलन का आयतन = 1540 घन से.मी.  
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उदाहरििः-4. दो बराबर ऊुँ चाई िाले लूंबितृ्तीय बेलनों के आधार की वत्रज्या 3: 4 के अनपुात में हैं। इनके 
आयतनों का अनपुात ज्ञात कीणिए 

हलिः- मान लीणिए डक दोनों बेलनों की वत्रज्याएुँ क्रमशिः 𝑟1 और 𝑟2 तर्ा ऊुँ चाई h है।(लयों) 
च ुँडक बेलन के आधार की वत्रज्याएुँ क्रमशिः 3: 4 के अनपुात में है 

∴
𝑟1

𝑟2

=
3

4
 

 
या 𝑟1 = 3𝑟, 𝑟2 = 4𝑟  (लयों ?) 
अतिः पहले बेलन का आयतन = 𝜋𝑟1

2ℎ 
तर्ा द सरे बेलन का आयतन = 𝜋𝑟2

2ℎ 

 ∴ दोनों बेलनों का आयतन का अनपुात 𝜋𝑟1
2ℎ

𝜋𝑟2
2ℎ

=
𝑟1

2

𝑟2
2 

    𝜋𝑟1
2ℎ

𝜋𝑟2
2ℎ

=
(3𝑟)2

(4𝑟)2
 

=
9𝑟2

16𝑟2
 

  

     =
9

16
 

 
 

उदाहरििः-5.  आयशा को विज्ञान प्रोिेलट के अूंतगात बेलनाकार बहुरूपदशाक (Kal ei doscope) का िक्रपषृ्ठ बनाने 
के तलए डकतने के्षत्रफल के चाटा पेपर (Chart  Paper) की आिश्यकता होगी, यडद उसकी वत्रज्या 2.1 सेमी. और 
लूंबाई 20 सेमी. हो।  

हलिः- डदया है 
 
 
बेलनाकार बहुरूपदशाक की वत्रज्या r = 2.1 सेमी. 
बहुरूपदशाक की लूंबाई h = 20 सेमी.     
आिश्यक चाटा पेपर का के्षत्रफल = बहुरूपदशाक के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल 
                          = 2𝜋rh 

                          = 2 X  
22

7
  x2.1x20 

                          = 264 िगा सेमी.    
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प्रश्नािली 2 

 
1.  एक बेलन के आधार की वत्रज्या 14 सेमी. और ऊुँ चाई 10 सेमी. है। बेलन के िक्रपषृ्ठ तर्ा सूंप िा पषृ्ठ का 
के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
2. एक बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल 3696 िगा सेमी. है। यडद बेलन के आधार की वत्रज्या 14 सेमी. है तो 
बेलन की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए। 
3.  14 सेमी. ऊुँ चाई िाले बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल 88 िगा सेमी. है। बेलन के आधार का व्यास ज्ञात 
कीणिए। 
4.  एक बेलनाकार स्तूंभ का व्यास 50 सेमी. और ऊुँ चाई 3.5 मी. है। बेलन के िक्रपषृ्ठ की रूंगाई का लागत 
म ल्य ज्ञात कीणिए यडद दर 12.50 रू. प्रतत िगा मीटर है। 
5.  एक रोलर का व्यास 84 सेमी. और लूंबाई 120 सेमी. है। प रे मैदान को एक बार चलने में रोलर 500 
चलकर लगाता है तो मैदान का के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
6.  बेलन का आयतन ज्ञात कीणिए णिसकी वत्रज्या 3 सेमी. और ऊुँ चाई 14 सेमी. है। 
7.  एक बेलन के आधार का के्षत्रफल 154 िगा सेमी. और ऊुँ चाई 10 सेमी. है। बेलन का आयतन ज्ञात 
कीणिए। 
8  एक बेलन के आधार की पररतध 88 सेमी. और ऊुँ चाई 10 सेमी. है। बेलन का आयतन ज्ञात कीणिए। 
9.  एक बेलन का आयतन 3080 घन सेमी. और ऊुँ चाई 20 सेमी. है। बेलन की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
10.  एक 35 सेमी. ऊुँ चाई िाले िार (Vessel ) में 11 लीटर ि स आता है। िार का व्यास ज्ञात कीणिए। (1 
लीटर= 1000 घन सेमी.) 
11.  एक पतले बेलनाकार टीन में 1 लीटर पेंट आता है। यडद टीन का व्यास 14 सेमी. है तो टीन की ऊुँ चाई 
लया होगी? (लीटर= 1000घन सेमी.) 
12.  एक अस्पताल में हर मरीि को प्रततडदन 7 सेमी. व्यास िाले बेलनाकार बतान में स प डदया िाता है। 
यडद बेलनाकार बतान में स प 4 सेमी. की ऊुँ चाई तक भरा िाता हो तो अस्पताल में प्रततडदन 50 मरीिों के तलए 
डकतनी मात्रा में स प बनाया िाता है? 
13.  एक ताूंबे के छड़ का व्यास 1 मी. और लूंबाई 8 मी. है णिसे वपघलाकर 18 मीटर पतला तार खीूंचा गया 
है तार की  मोटाई ज्ञात कीणिए। 
14.  7 मी. व्यास का एक कुआुँ 20 मी. गहरा  खोदा गया और उससे तनकली तमट्टी से 22 मी. 14 मी. 
का एक प्लेटफामा बनाया गया है। इस प्लेटफामा की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए। 
15.  एक घनाभ णिसकी भुिाएुँ 5.5 सेमी.10सेमी. और 3.5 सेमी. है को वपघलाकर 1.75 सेमी. व्यास तर्ा 
2 सेमी. मोटाई के डकतने तसलके बनाये िा सकते हैं? 

16.  बेलन का आयतन और िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल क्रमशिः 24750 घन सेमी. और 3300 िगा सेमी. हैं। बेलन 
के आधार की वत्रज्या और उसकी ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए।    
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शूंकु (cone)  

 शूंकु एक ऐसी वत्रविमीय आकृतत है, णिसमें एक ितृ्तीय आधार और 
एक शीषा होता है। यह दो रेखाखण्डों से िुड़े हुए होते हैं। शीषा से आधार की 
पररतध को िोड़ने िाला रेखाखण्ड, शूंकु की ततयाक ऊुँ चाई (स) होता है। शूंकु के 
शीषा से शूंकु के आधार के केरि को तमलाने िाला रेखाखण्ड, अगर शूंकु के 
आधार पर लूंब हो, तो उसे लूंब ितृ्तीय शूंकु कहते हैं। 
                                                            

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1. शूंकु का पषृ्ठीय िाल 

     नीचे की शाूंकि की आकृततयों को देणखए। 
यडद हम शूंकु को उसकी ततयाक ऊुँ चाई एिूं उसके 
आधार के डकनारे से काटकर खोलें तो िह दी गई 
आकृततयों के समान डदखाई देगा। 
           

 

 

शूंकु के पषृ्ठीय िाल में I इकाई वत्रज्या िाले ितृ्त के वत्रज्याखूंड एिूं r इकाई वत्रज्या िाला ितृ्त सणम्मतलत है। 
 

 

2. शूंकु का पषृ्ठीय क्षेत्रफल 
 

     यडद शूंकु के आधार की वत्रज्या r इकाई तर्ा उसकी ततयाक ऊुँ चाई I इकाई हो तो पषृ्ठीय के्षत्रफल ज्ञात करने 
के तलए हमें िक्र पषृ्ठ का के्षत्रफल तर्ा आधार का के्षत्रफल ज्ञात करना होगा। 
     हमने चचाा की है डक यडद हम शूंकु को काटकर खोलते है तो हमें िक्र पषृ्ठ प्राप्त होते हैं।  

    शूंकु के िक्र पषृ्ठ का के्षत्रफल ज्ञात करने के तलए हमें ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल प्राप्त करना होगा। 
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 शूंकु के पाश्वा पषृ्ठ का के्षत्रफल = I  इकाई वत्रज्या िाले ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल    
                             = 

1

2
(2𝜋𝑟)𝑙 

    

                             = 𝜋𝑟𝑙 िगा इकाई  
  शूंकु के आधार का के्षत्रफल =  r वत्रज्या िाले ितृ्त का के्षत्रफल 

                              =  𝜋𝑟2  िगा इकाई    
   अतिः शूंकु का सम्प िा पषृ्ठ      =  शूंकु के पाश्वा पषृ्ठ का के्षत्रफल + शूंकु के आधार का के्षत्रफल 

                                         =  𝜋𝑟𝑙 +  𝜋𝑟2 

               =  𝜋𝑟(𝑟 + 𝑙) 

  अतिः शूंकु के सूंप िा पषृ्ठ णिसके आधार की वत्रज्या r इकाई  एिूं ततयाक ऊुँ चाई l इकाई हो 𝜋𝑟(𝑟 + 1) है। 
 

 

नोट:- 
 ऊपर के शूंकु का ितृ्ताकार आधार की पररतध 2𝜋𝑟 है। यह एक ऐसे ितृ्त का 
वत्रज्याखूंड है णिसकी वत्रज्या I है। हम िानते हैं डक छायाूंडकत वत्रज्याखूंड के के्षे़त्रफल तर्ा 
ितृ्त के के्षत्रफल का अनपुात, वत्रज्याखूंड के चाप की लूंबाई तर्ा ितृ्त की पररतध के अनपुात 
के बराबर होता है। 
  

  अर्ाात 

                                    
ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल

ितृ्त का के्षत्रफल =
(वत्रज्याखूंड के चाप की लम्बाई)

ितृ्त की पररतध  

                           

ितृ्त के वत्रज्याखूंड का क्षेत्रफल
𝜋𝑙2

=
(वत्रज्याखूंड के चाप की लम्बाई)

2𝜋𝑙
 

  

ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल = 
(वत्रज्याखूंड के चाप की लम्बाई X𝜋𝑙2)

2𝜋𝑙
 

  

   ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल = 
वत्रज्याखूंड के चाप की लम्बाई  𝑋 𝑙

2
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ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल = 2𝜋𝑟
𝑋1

2
 

ितृ्त के वत्रज्याखूंड का के्षत्रफल = 𝜋𝑟𝑙 

                                               िहाुँ 2𝜋𝑟  ितृ्त के वत्रज्याखूंड के चाप की लूंबाई है l तर्ा स ितृ्त की वत्रज्या 
है। 
           

3. शूंकु का आयतन 

    शूंकु एिूं बेलन के आयतन के बीच सूंबूंध को समिने के तलये आइए एक 
डक्रयाकलाप करें। समान आधार एिूं समान ऊुँ चाई िाला एक शूंकु एिूं एक बेलन 
बनाइए। 
शूंकु को बारीक रेत से भररए और डफर उसी रेत को बेलन में डाल दीणिए। लया 
बेलन रेत से भर गया? 

 बेलन को रेत से भरने के तलये आपको यह प्रडक्रया डकतनी बार दोहरानी पड़ेगी? 

बेलन को प रा भरने के तलये हमें यह प्रडक्रया तीन बार दोहरानी पड़ती है । इस प्रकार शूंकु ि बेलन 
के आधार का के्षत्रफल एिूं ऊुँ चाई समान होने की णस्र्तत में बेलन का आयतन शूंकु के आयतन का 
तीन गनुा होता है। 
अतिः 3Xशूंकु का आयतन =बेलन का आयतन  

शूंकु का आयतन = 1

3
  (बेलन का आयतन) = 1

3
 (आधार का के्षत्रफल X ऊुँ चाई) 

लयोंडक बेलन का आयतन आधार (ितृ्त) का के्षत्रफल एिूं ऊुँ चाई का गिुनफल होता है। 
 

अतिः शूंकु का आयतन = 1

3
x A x h िहाुँ A आधार का के्षत्रफल है और h बेलन की ऊुँ चाई है। 

आधार का के्षत्रफल A= 𝜋𝑟2 

अतिः शूंकु का आयतन = 1

3
  x 𝜋𝑟2h घन इकाई 

बेलन का आयतन णिसके आधार की वत्रज्या r तर्ा ऊुँ चाई h हो 𝜋𝑟2h होती है।  
अतिः शूंकु का आयतन, बेलन के आयतन का एक ततहाई होता है णिनके आधार की वत्रज्याएुँ एिूं ऊुँ चाई समान 
होती हैं।  
 

उदाहरििः-6. एक शूंकु का व्यास 12 सेमी. और ऊुँ चाई 8 सेमी. है। शूंकु का िक्रपषृ्ठ और आयतन ज्ञात कीणिए। 

हलिः- माना शूंकु की वत्रज्या r सेमी., ऊुँ चाई h सेमी. और ततयाक ऊुँ चाई l सेमी. है। 
      डदया है शूंकु की ऊुँ चाई h = 8 सेमी. 
      शूंकु का व्यास 2r =12 सेमी.  
          शूंकु का वत्रज्या r =6 सेमी.  
शूंकु की ततयाक ऊुँ चाई  𝐼 = √ℎ2 + 𝑟2 

                      

= √82 + 62     = √64 + 36              

=√100    = 10 सेमी.  
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शूंकु का िक्रपषृ्ठ =  𝜋𝑟𝑙 

                = 𝜋x6x10 = 60 𝜋 िगा सेमी.  

शूंकु का आयतन = 1/3𝑥𝜋x6x6x8 

    = 96𝜋 घन सेमी. 
  

उदाहरििः-7. एक शूंकु के आकार के तूंब  में 65 िगा मीटर कपड़ा लगा है। तूंब  की ततयाक ऊुँ चाई 13 मीटर है 
तो उसकी ऊुँ चाई तर्ा वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
 

हलिः- माना शूंकु की वत्रज्या r मी., ऊुँ चाई h मी. और ततयाक ऊुँ चाई  मी. है। 
डदया है शूंकु की ततयाक ऊुँ चाई  I = 13 मीटर  
शूंकु के आकार के तूंब  में लगे कपड़े का के्षत्रफल, शूंकु के िक्रपषृ्ठ के के्षत्रफल के बराबर होगा (लयों) 
शूंकु के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल = 65𝜋 

                     

                      𝜋𝑟𝑙 = 65𝜋 

    r = 
65𝜋

𝜋𝑙
 

 

                     r = 
65

13
 

r = 5 मी.  

ततयाक ऊुँ चाई  l = √ℎ2 + 𝑟2 

                       𝑙2 = ℎ2 + 𝑟2 

               ℎ2 = 𝑖2 − 𝑦2 

= (13)2 − (5)2 

=169-25 

ℎ2 = 144 

h=12 मी. 
शूंकु के आधार के तूंब  की वत्रज्या 5 मी. और ऊुँ चाई 12 मी. है। 
 

 

प्रश्नािली 3 

 

1.  एक लूंब ितृ्तीय शूंकु के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल ज्ञात कीणिए णिसकी ततयाक ऊुँ चाई 10 सेमी. तर्ा आधार 
की वत्रज्या 7 सेमी. हो। 
2.  यडद डकसी शूंकु के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल 77𝜋 िगा सेमी. है तर्ा उसका आधार का व्यास 14 से. मी. हो 
तब उस शूंकु की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए। 
3.  यडद शूंकु की ततयाक ऊुँ चाई 21 सेमी. तर्ा आधार का व्यास 14 सेमी. हो तो उसके सूंप िा पषृ्ठ का 
के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
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4.  यडद एक िोकर की शूंलिाकार टोपी के आधार की वत्रज्या 7 सेमी. तर्ा ऊुँ चाई 24 सेमी. हो तो ऐसी 10 
टोपी बनाने के तलए लगने िाली शीट का के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
5.  एक शूंलिाकार तूंब  की ऊुँ चाई 5 मी. तर्ा आधार की वत्रज्या 12 मी. हो तो उसकी ततयाक ऊुँ चाई तर्ा 
तूंब  को बनाने में लगने िाले ततरपाल(केनिास) का लागत म ल्य ज्ञात कीणिये यडद उसका म ल्य 70 रू. प्रतत िगा 
मीटर हो। 
6.  उस शूंकु का आयतन ज्ञात कीणिये णिसके आधार का के्षत्रफल 300 िगा सेमी. तर्ा ऊुँ चाई 15 सेमी. 
हो। 
7.  शूंकु की ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए यडद उसका आयतन 550 घन सेमी. तर्ा उसका व्यास 10 सेमी. हो। 
 

8.  डकसी शूंलिाकार कप के आधार की पररतध 22 सेमी. तर्ा ऊुँ चाई 6 सेमी. हो तो उसमें अतधकतम डकतना 
पानी रखा िा सकता है। 
9.  यडद एक मीटर लूंबी धातु की छड़ (िो बेलनाकार है) की वत्रज्या 3.5 सेमी. है, को वपघलाकर ऐसे डकतने 
शूंकु बनाये िा सकते हैं णिसकी वत्रज्या 1 सेमी. और ऊुँ चाई 2.1 सेमी. हो। 
10.  एक समकोि वत्रभिु णिसकी भुिाएुँ 21 सेमी., 28 सेमी. तर्ा 35 सेमी. है यडद उसे 28 सेमी. िाले 
भुिा को अक्ष मानकर घमुाया िाय तो बनने िाली आकृतत का नाम तर्ा उसका आयतन ज्ञात कीणिये। 
11.  यडद एक शूंकु ि एक बेलन के आधार की वत्रज्या तर्ा ऊुँ चाई समान हो तो उनके आयतनों का अनपुात 
ज्ञात कीणिये। ऽ 
 

गोला (Sphere)  

एक ितृ्त को व्यास के पररतिः घमुाने पर िो आकृतत प्राप्त होती है 
उसे गोला कहते हैं। 
गोला एक ऐसी ठोस आकृतत है णिस पर णस्र्त हर वबूंद ुउसके केरि 
से एक तनणश्चत द री पर णस्र्त होता है। 
गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल 

  

  

 

गततवितधिः-1  

 हमें पता है डक पषृ्ठीय के्षत्रफल डकसी भी ठोस (िस्त)ु आकृतत के 
बाहरी आिरि को बताती है। हम बेलन और गोले के पषृ्ठीय के्षत्रफल की 
तुलना कर सकते हैं।  
 

 एक बेलन और गोला ले णिसमें डक बेलन के आधार की वत्रज्या 
और गोले की वत्रज्या समान हो और बेलन की ऊुँ चाई गोले की वत्रज्या की दगुनुी हो सार् ही एक रस्सी भी लें। 
  

 बेलन की आधी ऊुँ चाई पर तचह्न लगाइए और बेलन के तल अर्िा शीषा से मध्य तचह्न तक रस्सी से 
बेलन को लपेटे। अब इस रस्सी को काूंटे और इसे गोले पर लपेटे। 
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 आप पाएुँगे डक इस रस्सी के द्वारा गोले का आधा भाग ढुँक िाएगा। 
अतिः इस गततवितध से हम यह कह सकते हैं डक बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल गोले के पषृ्ठीय के्षत्रफल के समान 
है िब बेलन के आधार की वत्रज्या और गोले की वत्रज्या बराबर हो और बेलन की ऊुँ चाई गोले के व्यास के बराबर 
हो। 
अतिः हम कह सकते हैं डक, 

 

 गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल = बेलन के िक्र पषृ्ठ का के्षत्रफल 

 

= 2𝜋rh 

= 2𝜋r (2r) 

= 4𝜋𝑟2 िगा इकाई 

 इसतलए गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल = = 4𝜋𝑟2 िगा इकाई, िहाूं r गोले की वत्रज्या है।  
 

गततवितधिः- 2  

 

 एक डोरी लीणिए और उसे गेंद पर प री तरह लपेट दीणिए (बीच में कोई भी िगह 
छ टने न पाए और न ही डोरी एक-द सरे के ऊपर हो) आकृतत 33 देणखए।  अगर हम इस 
डोरी से ितृ्त बनाएूं णिसकी वत्रज्या गोले की वत्रज्या के बराबर हो, तो आप पाएुँगे डक हम ऐसे 
4 ितृ्त बना पा रहें हैं (आकृतत 34) णिसका के्षत्रफल 𝜋𝑟2 होगा। 
 अतिः गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल  = 4x ितृ्त का के्षत्रफल  
     = 4𝜋𝑟2 

     

            

 इसतलए गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल = 4𝜋𝑟2 िगा इकाई, िहाुँ r गोले की वत्रज्या है। 
तब एक अद्धागोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल तनम्नतलणखत तरीके से प्राप्त डकया िा सकता है । 

   अद्धागोले के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल = 1

2
 X (गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल) 

                       

     =
1

2
   (4𝜋𝑟2) 

     = 2𝜋𝑟2 

 अद्धागोले के सूंप िा पषृ्ठ का के्षत्रफल = 2𝜋𝑟2 + 𝜋𝑟2 

       = 3𝜋𝑟2 िगा इकाई 

अतिः  
 गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल    = 4𝜋𝑟2 िगा इकाई 

 अद्धागोले के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल     = 2𝜋𝑟2 िगा इकाई 

 अद्धागोले के सूंप िा पषृ्ठ का के्षत्रफल   = 3𝜋𝑟2 िगा इकाई 
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गोले का आयतन 

 गोले का आयतन उसकी वत्रज्या के घन के समानपुाती होता है। िैसे-िैसे वत्रज्या बढ़ती है आयतन तेिी 

से बढ़ता है। आयतन का मान 4

3
𝜋𝑟2 द्वारा डदया िाता है। 

 

उदाहरििः-8. डकसी लोहे के गोले की वत्रज्या 7 सेमी. है, तो उसका िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल तर्ा आयतन ज्ञात 
कीणिए। 

हलिः- डदया है गोले की वत्रज्या r= 7 सेमी. 
      गोले के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल = 4𝜋𝑟2 

                                  = 4x
22

7
x(7)2 

        = 4x
22

7
x7x7 

      = 616 िगा सेमी.  

      गोले का आयतन = 4

3
𝜋𝑟2 

   = 
4

3
x

22

7
x(7)3 

                      = 
4

3
x

22

7
x7x7x7 

   = 1437.33 घन सेमी.  
 

 

उदाहरििः-9. 14 सेमी. व्यास िाले अद्धागोले का सम्प िा पषृ्ठीय के्षत्रफल ज्ञात कीणिए । 

हलिः- मान लीणिए अद्धागोले की वत्रज्या r सेमी. है। 
डदया है अर्र्दद्धागोले का व्यास = 14 सेमी. 
∴                 2r= 14 सेमी.  
         या = 7 सेमी. 
 च ुँडक अद्धागोले का सम्प िा पषृ्ठ का के्षत्रफल  = 3𝜋𝑟2 

     = 3x
22

7
x(7)2 

                      = 462 िगा सेमी. 
 

 

उदाहरििः-10. 2 से. मी. वत्रज्या िाली 64 गोतलयों को वपघलाकर एक बड़ा गोला बनाया गया। बड़े गोले की 
वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 

हलिः- मान लीणिए छोटे गोले की वत्रज्या r से. मी. है। 
डदया है r= 2 सेमी.  

प्रत्येक छोटे गोले का आयतन = 4

3
𝜋𝑟3 =

4

3
𝜋(2)3 =

32

3
𝜋 घन सेमी.  
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च ुँडक 64 छोटे गोले का आयतन = 64x
32

3
𝜋 

      = 
2048𝜋

3
 

 

इन 64 छोटे गोले को वपधलाकर बड़ा गोला बनाया है, अतिः बड़े गोले का आयतन 64 छोटे गोले के आयतन के 
बराबर होगा। मान लीणिए बड़े गोले की वत्रज्या R सेमी. है। 
बड़े गोले का आयतन = 64 छोटे गोले का आयतन 

         
4

3
𝜋𝑅3 =

2048𝜋

3
 

  

         𝑅3 =
2048𝜋 𝑋 3

3 𝑋 4𝜋
 

       𝑅3 = 512 

  𝑅 = 8 सेमी. 
इसतलए बड़े गोले की वत्रज्या = 8 सेमी. 
 

 

उदाहरििः-11. धातु के बने एक गोले की वत्रज्या 3 सेमी. है। यडद धातु का घनत्ि 8 ग्राम /सेमी 3 हो तो गोले 
का िव्यमान ज्ञात कीणिए। 

हलिः- हम िानते हैं डक आयतन और घनत्ि का गिुनफल िव्यमान के बराबर होता है। इसतलए हम पहले गोले 
का आयतन ज्ञात करेंगे। 
मान लीणिए डक गोले की वत्रज्या r सेमी. है। 
                           r = 3 सेमी. 

       गोले का आयतन = 
4

3
x

22

7
x(3)3 

                      = 
4

3
x

22

7
x3x3x3 

 

                        = 113.14 सेमी.3 

च ुँडक धातु का घनत्ि 8 ग्राम/सेमी.3 है अर्ाात 1 सेमी.3 धातु का िव्यमान 8 ग्राम है 

∴ गोले का िव्यमान = आयतन x घनत्ि 

                     = 113.14x8 

                   = 905.12 ग्राम 

                     = 0.9051 डकग्रा. (लगभग) 
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प्रश्नािली 4 

1. एक गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल ज्ञात कीणिए णिसकी वत्रज्या 21 सेमी. है। 
2. एक ग्लोब का व्यास 14 सेमी. है, पषृ्ठीय के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
3. एक गोले का पषृ्ठीय के्षत्रफल 154 िगा सेमी. है, गोले का व्यास ज्ञात कीणिए। 
4. एक गोले का आयतन ज्ञात कीणिए णिसकी वत्रज्या 3 सेमी. है। 
5. 2 सेमी. वत्रज्या िाले 21 गोतलयों को वपघलाकर बड़ा गोला बनाया िाता है इस नये गोले  
 का आयतन ज्ञात कीणिए।   
6. एक ठोस गोले को णिसकी वत्रज्या 10.5 सेमी. है, को वपघलाकर कुछ छोटे शूंकु बनाए गये णिनमें डक 
प्रत्येक डक वत्रज्या 3.5 सेमी. और ऊुँ चाई 3 सेमी. है। बनाए गए शूंकु की सूंख्या ज्ञात कीणिए। 
7. हिा भरने पर गोलाकार गबु्बारे की वत्रज्या 7 सेमी. से बढ़कर 14 सेमी. हो िाती है। दोनों  णस्र्तत में 
गबु्बारे के पषृ्ठीय के्षत्रफल का अनपुात ज्ञात कीणिए। 
8. एक गोले का आयतन ज्ञात कीणिए णिसका पषृ्ठीय के्षत्रफल 154 िगा सेमी. है। 
9. दो गोलों के आयतनों का अनपुात 64:27 है। उनके पषृ्ठीय के्षत्रफलों का अनपुात ज्ञात कीणिए। 
10. एक ठोस गोले की वत्रज्या 12 सेमी. है। इस गोले से 6 सेमी. वत्रज्या के डकतने गोले बन सकते हैं। 
11. यडद डकसी गोले का आयतन और पषृ्ठीय के्षत्रफल बराबर है तो उसकी वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
12. तमट्टी का एक शूंकु णिसकी ऊुँ चाई 24 सेमी. और आधार की वत्रज्या 6 सेमी. है िो एक बच्चा गोले में 
पररिततात कर देता है। इस गोले की वत्रज्या ज्ञात कीणिए। 
13. लोहे के तीन गोतलयों को णिनकी वत्रज्याएुँ 6 सेमी., 8 सेमी. और 10 सेमी. है को वपघलाकर एक बड़ा 
ठोस गोला बनाया िाता है। बनाए गए नये गोले की वत्रज्या ज्ञात कीणिए।  

 

सूंयोणित ठोसों का पषृ्ठीय क्षेत्रफल और आयतन   

(Surface area and volume of a combination of solids) 

 हमारे दैतनक िीिन में अनेक सूंयोणित ठोस डदखाई देते हैं िैसे एक कैप्स ल िो एक बेलन और दो 
अद्धागोलों का सूंयोिन है, ये अद्धागोले बेलन के छोरों में लगे होते हैं। इसी प्रकार णखलौना णिसका आधार अद्धागोला 
तर्ा उसके ऊपर शूंकु होता है। इसतलए सूंयोणित ठोसों के पषृ्ठीय के्षत्रफल एिूं आयतन की गिना की आिश्यकता 
होती है।  
  
 

 
 

 आइए आकृतत 35 में डदखाए गए पात्र ( container) पर विचार कीणिए। हमे इस पात्र को बनाने के तलए 
आिश्यक लोहे की चादर का के्षत्रफल और आयतन ज्ञात करना है परूंतु पात्र ऐसी आकृतत का नहीूं है णिसके तलए 
हमने यह गिना कर ली है। यडद कोई ठोस आकृतत 36 में डदखाए आकार का हो तो डफर हम लया करें?  
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 ऐसी णस्र्ततयों में हम आकृतत को ऐसे छोटे-छोटे भागों में बाुँट लेते हैं णिनका आयतन ि के्षत्रफल आडद 
तनकाल सकते हैं और समस्या का हल प्राप्त कर सकते हैं। हम देख सकते हैं डक यह कैप्स ल एक ठोस बेलन के 
छोरों पर अद्धागोलों को िोड़ कर बनाया गया है। यडद हम पात्र को काटते हैं तो यह आकृतत 36,37 के अनसुार 
डदखेगी।  
 

 अतिः पात्र को बनाने के तलए आिश्यक लोहे की चादर का के्षत्रफल = पहले अद्धागोले के िक्रपषृ्ठ का 
के्षत्रफल+बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल + द सरे अद्धागोले के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल 

 

 पात्र का आयतन = पहले अद्धागोले का आयतन + बेलन का आयतन + द सरे अद्धागोले का आयतन 

 

उदाहरििः-12. लोहे का एक बतान णिसे खोखले अद्धागोले के ऊपर, खोखला बेलन िोड़कर बनाया गया है। अद्धागोले 
का व्यास 14 सेमी. और बतान की कुल ऊुँ चाई 13 सेमी. हैं। बतान को बनाने के आिश्यक लोहे की चादर का 
के्षत्रफल तर्ा बतान में धाररत तरल का आयतन ज्ञात कीणिए। (लोहे की चादर की मोटाई नगण्य है।)   

 

हलिः-            अद्धागोले का व्यास   = 14 सेमी. 
      ∴  अद्धागोले की वत्रज्या   =  7 सेमी. 
   

     बेलनाकार भाग की ऊुँ चाई   =  13-7  

            =   6 सेमी. 
  बेलनाकार भाग के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल = 2𝜋𝑟ℎ   

             = 2x
22

7
x7x6 

          = 264 िगा सेमी. 
     अद्धागोले का के्षत्रफल  = 2𝜋𝑟2 

                  = 2x
22

7
x7x7 

                 = 308 िगा सेमी. 
इसतलए बतान को बनाने के तलए आिश्यक  
लोहे की चादर का के्षत्रफल = बेलन के िक्रपषृ्ठ का के्षत्रफल + अद्धागोले का के्षत्रफल 

 

 

 

     = 264 िगा सेमी. + 308 िगा सेमी. 
      = 572 िगा सेमी. 
बेलनाकार भाग का आयतन  = 𝜋𝑟2ℎ  

       = 
22

7
x7x7x6 

      = 924 घन सेमी. 

और,   अद्धागोले का आयतन = 
2

3
𝜋𝑟3 
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      = 
2

3
 x

22

7
x7x7x7 

      = 718.6 घन सेमी. 
अतिः   बतान में धाररत पानी की मात्रा = बेलन का आयतन + अद्धागोले का आयतन  
       = 924 घन सेमी. + 718.6 घन सेमी. 
        = 1642.6 घन सेमी. 
  

 

प्रश्नािली 5 

 

1. दी गई आकृतत (आकृतत 39) दो ठोसों, एक घन तर्ा एक अद्धागोले से बनी है। आकृतत 
में आधार एक घन है णिसकी कोर 5सेमी. तर्ा एक अद्धागोला है िो ऊपर लगा है इसका व्यास 
4.2 सेमी. हो तो दी गई आकृतत का सूंप िा पषृ्ठ का के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। (𝜋 = 22/7) 

    

2. एक णखलौना िो डक शूंकु की आकृतत का है, की वत्रज्या 5 सेमी. है। िह एक समान 
वत्रज्या के अद्धागोले के ऊपर लगा है। णखलौने की कुल ऊुँ चाई 17 सेमी. है। उस णखलौने का सूंप िा 
पषृ्ठ का के्षत्रफल ज्ञात कीणिए। 
3. अद्धागोले पर शूंकु के आकार का एक ठोस णस्र्त है। इन दोनों की वत्रज्याएुँ 1 सेमी. के बराबर है। शूंकु 
की ऊुँ चाई, उसकी वत्रज्या के बराबर है। ठोस का आयतन 𝜋 के रूप में ज्ञात कीणिए।   
      

4. गोलाकार शीशे के एक बतान की बेलनाकार गदान 4 सेमी. लूंबी एिूं 2सेमी. व्यास िाली है। गोलाकार 
भाग का व्यास 6 सेमी. है तो उसमें भरे हुए पानी की मात्रा ज्ञात कीणिए। 
 

5. आकृतत-40 में डदखाए हररत गहृ (ग्रीन हाउस) के ऊपरी तसरे के दोनों भाग अद्धाितृ्ताकार हैं, 
इरहें इस ग्रीन हाऊस को कपड़े से ढूंककर बनाया गया है। इसमें 1.2 मी.0.5 मी. साइि का एक 
लकड़ी का दरिािा है। हररत गहृ को प िा रूप से ढकने में लगने िाले कुल कपड़े का के्षत्रफल ज्ञात 
कीणिए। 
 

हमने सीखा 
1. डकसी वत्रविमीय आकृतत िसेै घनाभ, बेलन, शूंकु आडद का पषृ्ठीय िाल समिना ि आकारों 
  का पषृ्ठीय िाल समिना ि बनाना। 
2. घनाभ, घन ि अरय आकारों के तल, शीषा, पषृ्ठ ि कोर पहचानना ि समिना। 
3. घनाभ ि घन के वितभरन विकिों को पहचानना, समिना। 
4. वत्रविमीय आकृततयाुँ िसेै बेलन, शूंकु, गोला आडद का के्षत्रफल एिूं आयतन ज्ञात करना। 
5. सूंयोणित ठोसों का पषृ्ठीय के्षत्रफल और आयतन ज्ञात करना।  
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पररचय (Introduction) 

हम प्रततडदन नई नई स चनाओूं के सूंपका  में आते हैं िसेै- इस साल चािल के उत्पादन में 8 प्रततशत िवृद्ध हुई, 

वपछले िषा डकस णखलाड़ी ने सबसे बेहतर हॉकी खेली? या डफर मोबाइल कूं पनी श।्श ्ने िनिरी के महीने में 
डकतने मोबाइल बेचे? ऐसी और बहुत सी महत्िप िा िानकाररयाुँ प्रकातशत होती हैं णिनकी आिश्यकता हमें पड़ती 
रहती है। िैसे- रेलगाड़ी के आने-िाने का समय, फल-सणब्ियों के दाम, पेट्रोल का ितामान म ल्य, अनाि तर्ा 
डेयरी का उत्पादन, स्टील, कोयला तर्ा अरय उत्पादन। इसके अलािा और भी बहुत से आुँकड़ें होते हैं, णिनके 
आधार पर महत्िप िा तनिाय तलए िाते हैं तर्ा भविष्य की योिनाएुँ भी बनाई िाती हैं। 

डकस्म-डकस्म की िानकाररयाुँ कैसे ढ ुँढे 

 लया हम अभी यह बता सकते हैं डक आने िाले दो डदनों का तापमान कैसा रहेगा? या इस िषा राज्य 
में डकतनी मात्रा में चािल का उत्पादन हुआ? या डफर वपछले पाुँच िषों में पेट्रोल के दामों में डकतनी िवृद्ध या 
कमी हुई? 

      इन सभी के बारे में कुछ कह पाना सूंभि है डकूं तु सीधे सीधे नहीूं, इन सभी सिालों के ििाब खोिने के 
तलए हमें इनसे सूंबूंतधत आुँकड़ों का अध्ययन करना होगा।        

      अखबारों और पवत्रकाओूं में वितभरन आुँकड़े िैसे-फसलों के उत्पादन, मौसम सूंबूंधी िानकाररयाुँ, खेलों का 
वििरि, खाद्य िस्तुओूं के दाम आडद प्रकातशत होते रहते हैं।  

 स्िास्थ्य और तशक्षा से सूंबूंतधत आुँकड़े भी सरकार द्वारा वितभरन सूंस्र्ाओूं के माध्यम से एकवत्रत डकए 
िाते हैं िैसे- कौन से के्षत्र में डकस बीमारी का फैलाि अतधक है, उससे डकतने लोग प्रभावित हैं? इसके आधार 
पर यह तय करने में मदद तमलती है डक बीमारी की रोकर्ाम के तलए डकस तरह के इूंतिाम  की आिश्यकता 
है। आि से 6-7 दशक पहले भारत में यह भी महत्िप िा प्रश्न र्ा डक इस साल देश में अनाि का डकतना 
उत्पादन हुआ, डकतने की आिश्यकता है और अनाि की आप तता के तलए, डकतना अनाि बाहर से मूंगिाना पड़ 
सकता है। आुँकड़ों को वितभरन अखबारों, पत्र-पवत्रकाओूं में प्रकातशत करिाया िाता है, णिससे सबको  िानकारी 
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रहे डक कौन-सी योिना डकस प्रकार के आुँकड़ों को आधार बनाकर लाग  की िा रही है तर्ा डकस प्रकार के 
आुँकड़ों के आधार पर तनिाय तलए िा रहे हैं 

करके देखें 

1. आपने गणित के अततररवक्त अरय विषयों िैसे- विज्ञान, सामाणिक अध्ययन आडद में भी आुँकड़ों का 
प्रयोग होते हुए देखा होगा।  आुँकड़ों के कुछ उदाहरि दीणिए। 

2. कुछ पत्र-पवत्रकाओूं तर्ा अखबारों का अिलोकन कीणिए तर्ा इनमें छपे आुँकड़ों को इकट्ठा कीणिए। 
चचाा कीणिए यह डकस-डकस के बारे में हैं? 

3. आपके स्क ल के ऑडफस में डकस तरह के आुँकड़ें उपलब्ध हैं? पता कीणिए।  

4, स्क ल पररसर में आपने नोडटस बोडा पर आुँकड़ें देखे होंगे। कौन-कौन से आुँकड़ें देखे?  

 सोचें और चचाा करें  

 नीचे डदए गए सिालों के ििाब आप कहाुँ-कहाुँ से पता लगा सकते हैं?  

(1)  आपके णिले में कौन-सी बीमारी का फैलाि अतधक है? 

(2) ितामान िषा में आपके णिले की िनसूंख्या डकतनी है? 

(3) ितामान िषा में सरकार द्वारा बािार में गेंह ुँ तर्ा धान का रय नतम म ल्य डकतना             
 तनधााररत डकया गया है? 

कई और सरल सिाल भी 

 इसी तरह से कई बातें हम अपने बारे में भी िानना चाहते हैं, िैसे  लया आप कक्षा के सभी विद्यातर्ायों 
से तेि दौड़ सकते हैं या डफर आपकी ऊुँ चाई कक्षा के बाकी छात्रों से तलुना करने पर कम है या अतधक? इस 
तरह के प्रश्नों का हल हम कैसे ढ ुँढें?  

कुछ छात्र-छात्रा आप से तेि दौड़ते हैं, कुछ धीरे। कुछ आप से लूंबे होंगे, कुछ छोटे।  

 अगर एक कक्षा में 50 विद्यार्ी हैं और उसमें रानी की ऊुँ चाई 160 सेमी. है तर्ा बाकी के विद्यातर्ायों 
की ऊुँ चाई इस प्रकार है:- 

161 160 162 159 161 158 162 163  

158 158 160 159 160 161 163 160 

158 161 158 159 163 159 160 159 

158 160 159 162 163 160 159 159 

159 162 161 163 159 161 161 160 

163 160 163 161 160 158 160 163 
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  लया इन आुँकड़ों को देखकर आप यह बता सकते हैं डक रानी की ऊुँ चाई बाकी विद्यातर्ायों की ऊुँ चाई 
की तलुना में कहाुँ ठहरती है? हर बच्चे की ऊुँ चाई के सार् उसकी ऊुँ चाई की तलुना करना  मुणश्कल है। यडद 
उपरोक्त आुँकड़ों को व्यिणस्र्त रूप से सूंग्रडहत कर तलया िाए तो तलुना करना  आसान हो िाएगा। अतिः 
आूंकडें को व्यिणस्र्त करने के तलए हम बारम्बारता सारिी बनाते हैं। 

तनम्नतलणखत बारम्बारता सारिी में इन आुँकड़ों को व्यिणस्र्त डकया गया हैिः- 

    तातलका-1 

ऊुँ चाई (सेमी.में) 158 159 161  162           163 ऊुँ चाई (सेमी.में) 
विद्यातर्ायों की सूंख्या 7  10 13   8                4       विद्यातर्ायों की सूंख्या 

 

  इस बारम्बारता सारिी को देखकर लया-लया तनष्कषा तनकाल सकते हैं? 

 एक तो यह डक सबसे ज्यादा बच्चे 160 सेमी. िाले सम ह में हैं। इसमें 13 बच्चे हैं। 17 बच्चे उन 
सम हों में हैं णिनकी ऊुँ चाई रानी की ऊुँ चाई से कम है। सबसे कम ऊुँ चाई 158 सेमी. है और इसमें 7 बच्चे हैं। 

 हम इस सारिी से और लया-लया तनष्कषा तनकाल सकते हैं? दोस्तों से चचाा करें ि कम से कम 5 और 
तनष्कषा तलखें। 

 इसी तरह हम तेि दौड़ने की बात करें तो हम देखते हैं डक सभी दौड़ने िालों की गतत एक बराबर नहीूं 
होती। नीचे डदए गए आुँकड़ों में 50 लोगों के दौड़ने की गतत डकमी.प्रतत घूंटे में दी गई है। यानी यह बताया 
गया है डक एक घूंटे में िे डकतने-डकतने डकमी. दौड़ते हैं।  

    तातलका-2 

 दौड़ने की गतत 
(डकमी.प्रतत घूंटा) 

15    11  9 5          6  4 

छात्रों की सूंख्या 5     6      7 8    9 10 

    

 यडद नफीसा के दौड़ने की गतत 7 डकमी./घूंटा है तो उपरोक्त तातलका की सहायता से उसकी गतत का 
तुलनात्मक अध्ययन कर सकते हैं। यह भी देख सकते हैं डक डकतने लोग उससे तेि दौड़ते हैं और डकतने लोग 
उससे धीरे दौड़ते हैं? 

करके देखें 

1. नीचे डदए गए सिाल पडढ़ए और बताइए डक उनके ििाब ढ ुँढने के तलए हमें डकस प्रकार के आुँकडेे़ 
चाडहए? चचाा करके यह भी बताइए डक आुँकड़े हमें कहाुँ से और कैसे तमलेंगे?  

   1. वपछले तीन िषों में रायपरु में पेट्रोल  

160 160       
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  के दामों में लया-लया बदलाि आए? 

     2. इस साल देश के कौन से राज्य में सबसे 

  कम िषाा हुई? 

    3. वपछले पाुँच िषों में छत्तीसगढ़ में मछली  

  उत्पादन में डकतनी िवृद्ध हुई? 

 4. 2011 की िनगिना में डकस राज्य  

  की िनसूंख्या सबसे अतधक र्ी? 

  5. वपछले पाुँच िषों में आपके गाुँि/ 

  शहर की िनसूंख्या में लया पररितान आए? 

  6. छत्तीसगढ़ के डकस णिले में स्क लों  

  की सूंख्या सबसे अतधक है? 

  7. वपछले पाुँच िषों में भारत ने हॉकी में डकतने  

  अूंतरााष्ट्रीय मचै खेले? 

8. िषा 2010 से 2015 तक प रे भारत में चािल 

  का डकतना उत्पादन हुआ? 

सोचें एिूं चचाा करें 

1. यडद आपके स्क ल में कुल 1000 छात्र हों और यडद आपको अपनी ऊुँ चाई की तलुना सबसे करनी हो 
तो यह कैसे करेंगे? 

2. यडद आप अपने णिले के छात्रों  के सार् अपने दौड़ने की गतत की तलुना करना चाहें तो आपको डकस 
प्रकार के आुँकड़ों की आिश्यकता होगी? यह भी सोचें डक आप उरहें  कैसे व्यिणस्र्त करेंगे? 

आुँकड़ों का तचत्रात्मक तनरूपि 

 वपछली कक्षा में आपने आुँकड़ों का सूंग्रहि तर्ा प्रस्तुतीकरि सीखा है। सार् ही बारम्बारता सारिी 
तर्ा आुँकड़ों के आलेखीय तनरूपि को भी समिा है, णिसमें आपने आयत तचत्र, आिवृत्त बहुभुि तर्ा सूंचयी 
आिवृत्त िक्र आडद बनाना सीखा। इन तचत्रों के आधार पर हम बहुत-सी िानकाररयाुँ प्राप्त करते हैं तर्ा उनसे 
तनष्कषा भी तनकालते हैं। आइए कुछ इसी  तरह के आुँकड़ों का अध्ययन करते हैंिः- 
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स्तूंभ आलेख का अध्ययन 

 डकसी प्रदेश में वितभरन िषों में हुए गेह ुँ के उत्पादन को तनम्नतलणखत आलेख द्वारा दशााया गया है-

  

 इस आलेख को देखने से गेह ुँ उत्पादन के बारे में कौन-कौन सी बातें स्पष्ट डदखती हैं? आलेख को 
पढ़कर तनम्नतलणखत सिालों के ििाब खोिें। 

 (i) 2007-08 में गेह ुँ उत्पादन डकतने टन र्ा? 

 (ii) डकस िषा में गेह ुँ उत्पादन सबसे अतधक हुआ? 

 (iii) लया यह कहा िा सकता है डक प्रत्येक िषा गेह ुँ उत्पादन में िवृद्ध हुई है? 

 (iv) डकन दो िषों के बीच गेह ुँ उत्पादन में सबसे अतधक पररितान हुआ? 

 

करके देखें 

 तातलका का अध्ययन 

 िषा 1980 से 1989 तक एक शहर में हुई िषाा के एकवत्रत डकए गए आुँकड़ों को नीचे की तातलका में 
दशााया गया है। 

   

िषाा से सूंबूंतधत इन आुँकड़ों का अध्ययन कीणिए, स्तम्भालेख बनाइए तर्ा इनके  आधार पर कम से कम पाुँच 
अलग-अलग तरह के तनष्कषा तलणखए। 

िषा   1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 

कुल  
िषाा(इूंचमें) 

24.7 21.2 14.5   13.2 12.1  16.8    19.9    29.2 31.6 21.0 
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माध्य, माणध्यका, बहुलक 

 आपने आुँकड़ों से बने स्तम्भ आलेख ि आिवृत्त िक्र से कुछ सिालों के ििाब ढ ुँढे तर्ा तनष्कषा 
तनकाले। लया स्तम्भ आलेख को देखकर यह बता सकते हैं डक 2005 से 2012 तक  गेहुँ  े का औसत उत्पादन 
प्रततिषा डकतना रहा? लया हम यह बता पाएुँगे डक आुँकड़ों को क्रम में रखने पर कौन-सा िषा ठीक बीच में 
आयेगा?  डफर द सरी तातलका से यह िान सकते हैं डक इस शहर में औसतन एक िषा में डकतनी बाररश होती है 
या यह डक सामारयतिः डकतनी बाररश होने की उम्मीद की िा सकती है। स्तम्भ आलेख देखकर हम आुँकड़ों के 
क्रम ि उनके रूख के बारे में नहीूं बता सकते। इसके अलािा औसत उत्पादन तनकालने के तलए हमें 
अूंकगणितीय औसत चाडहए। आइए, याद करें हम यह कैसे तनकालते हैं? 

अूंकगणितीय औसत या समाूंतर माध्य (Arithmetic Mean) 

 अब  हम 2005 से 2012 तक गेह ुँ के औसत उत्पादन की गिना करने के तलए प्रत्येक िषा के गेह ुँ के 
उत्पादन (लाख टन में) को िोड़ेंगे तर्ा उसे कुल िषों से भाग देंगे। आइए देखें डक गेह ुँ का औसत उत्पादन 
डकतना रहा? 

कुल उत्पादन = 68.64 + 69.35 + 75.81 + 78.57 + 80.80 + 80.80 + 86.87 + 93.90 

      = 634.74 लाख टन 

2005 से 2012 तक कुल िषा = 8 िषा 

औसत उत्पादन  = 634.74

8
 

= 79.34 लाख टन 

यहाुँ हमने गेह ुँ के औसत उत्पादन की गिना की है। आुँकड़ों के औसत को साूंणख्यकी में समाूंतर माध्य कहते 
हैं। यानी िब आुँकड़ों का समाूंतर माध्य ज्ञात करना हो तो आुँकड़ों को िोड़कर कुल आुँकड़ों की सूंख्या से भाग 
देते हैं। स त्र के रूप में इसे तनम्नतलणखत ढूंग से तलखते हैं- 

  समारतर =
पे्रक्षिों का योग

पे्रक्षिों  की कुल सूंख्या  

यडद पे्रक्षिों को ग तलखें तो प्रके्षिों का योग ∑ ग तर्ा पे्रक्षिों की सूंख्या n हो तब 

  समारतर मध्य  = ∑𝑥

𝑛
 

समाूंतर माध्य को प्रायिः A, m, m अर्िा से प्रदतशात X डकया िाता है। 

असतत श्रिेी िाले आुँकड़े 

 अभी तक हमने िो उदाहरि देखे िे व्यवक्तगत श्रेिी के आुँकड़े रे् तर्ा आुँकड़ों की सूंख्या कम र्ी 
लेडकन िब आुँकड़ों की सूंख्या बहुत अतधक हों तब समाूंतर माध्य की गिना कैसे करें?  

 कक्षा निमीूं की अद्धािावषाक परीक्षा में 35 विद्यातर्ायों के गणित विषय के प्राप्ताूंक तनम्नानसुार हैंिः- 
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 30, 30, 38, 40, 42, 35, 40, 30, 45, 48, 

 40, 42, 38, 30, 38, 40, 35, 30, 42, 40, 

 42, 38, 35, 42, 40, 38, 42, 40, 48, 45, 

 38, 40, 30, 35, 35 

 यहाुँ रय नतम प्राप्ताूंक 30 तर्ा अतधकतम प्राप्ताूंक 48 हैं। हम देख पा रहें हैं डक प्राप्ताूंक 
30,35,38,40,42,45,48 तक सीतमत हैं णिनकी ही पनुरािवृत्त हो रही हैं। अतिः इन आुँकड़ों को तनम्नतलणखत 
तरीके से तलखा िा सकता है। 

प्राप्ताूंक(x) : 30 35 38 40 42 45 48 

बारम्बारता(f) : 6 5 6 8 6 2 2 

 िब आुँकड़ें इस प्रकार से डदए गए हाूंेे तब समाूंतर माध्य की गिना करने के तलए आुँकड़ों (पे्रक्षिों) 
तर्ा उनके सूंगत बारम्बारताओूं के गिुनफल के योग को बारम्बारताओूं के योग से भाग कर देते हैं। 

प्राप्ताूंक(x)     बारम्बारता(f)  प्राप्ताूंक तर्ा सूंगत बारम्बारता का 
गिुनफल(fx) 

30 6 180 

38 5 175 

38 6 228 

40 8 320 

42 6 252 

45 2 90 

48 2 96 

                                  समारतर = (प्राप्ताूंक ि उनके बरम्बतााओूं के गिुनफल का योग)/(बरम्बतााओूं का योग) 
 

  

  = 
∑𝑓𝑖 𝑋𝑖

∑𝑓𝑖
 = 

1341

35
 

   

 X = 38.31       

कक्षा निमीूं की अद्धािावषाक परीक्षा में विद्यातर्ायों के गणित विषय का औसत प्राप्ताूंक 38.31 है। 

 

अब हम उन आुँकड़ों के समाूंतर माध्य के बारे में चचाा करेंगे णिनमें आुँकड़ों की पनुरािवृत्त तो हो रही है पर 
आुँकड़ों की सूंख्या बहुत अतधक है। तब हम उन आुँकड़ों को सम ह में बाुँटकर समाूंतर माध्य की गिना करते 
हैं। 

आइए इसे एक उदाहरि से सीखें 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

1 2 3 4 5 6 7

     


     

f x f x f x f x f x f x f x
X

f f f f f f f
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उदाहरििः-1. एक गाुँि के माध्यतमक विद्यालय में 100 विद्यार्ी हैं, उन विद्यातर्ायों के घर से विद्यालय की 
द ररयाुँ डकमी. में नीचे दी गई हैं। इन आुँकड़ों से औसत द री ज्ञात कीणिए। 

17 1 19 0 4 1 3 2 0 4 

5 7 2 8 9 19 2 17 1 18   

0 3 2 5 2 8 1 10 1 11   

13 8 9 4 15 0 15 3 11 11   

2 19 0 14 12 1 12 1 13 1   

9 3 6 4 14 3 10 12 4 8   

0 7 9 6 5 9 7 8 2 9   

5 8 6 7 9 5 5 6 3 8   

7 5 0 1 3 0 4 2 0 1   

3 0 4 3 2 0 1 0 4 0 

हलिः-  डदए गए आुँकड़ों में हम देखते हैं डक कई आुँकड़े बहुत बार आए हैं इनमें सबसे छोटी सूंख्या 0 और 
सबसे बड़ी 19 है। इन आुँकड़ों को हमें सम हों में बाुँटना होगा णिससे गिना आसान हो िाए। 

 आुँकड़ों को 4 अूंतराल िाले सम हों में बाुँटते हैं। िसेै 0 से 4 डकमी. तक की द री से आने िाले 
विद्यातर्ायों की सूंख्या 

 42 , 4 से 8 डकमी. तक की द री से आने विद्यातर्ायों की सूंख्या 24 है , इत्याडद। इसी तरह हम 8-12 , 12-16, 

16-20 अूंतराल में छात्र की सूंख्या पता करते हैं; 

विद्यातर्ायों के घर से 
विद्यालय की द री 

विद्यातर्ायों की सूंख्या 
(f) 

मध्यमान 

(x) 

fx 

0 – 4 42 2 84 

4-8 24 6 144 

8-12 19 10 190 

12-16 9 14 126 

16-20 6 18 108 

 √fi  = 100 ∑fixi  = 652 

      

 ऊपर हमने  अूंतरालों का मध्यमान  अूंतराल की दोनो सीमाओूं को िोड़कर 2 से भाग करके तनकाला 
है। अब हम मध्यमान और विद्यातर्ायों की सूंख्या के गिुनफल को िोड़कर विद्यााणेर्ायों की सूंख्या से भागकर 
औसत पता कर सकते हैं।  

 औसत = 
विद्यातर्ायों की ि मध्यमान के गिुनफल का िोड़

विद्यातर्ायो की कुल सूंख्या  

   

   = 84+144+190+162+180

100
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   = 
652

100
 = 6.52 डकमी. 

 

 ‘औसत’ को हम एक ऐसी सूंख्या के रूप में देख सकते हैं िो आुँकड़ों के प रे सम ह का एक गिु बताती 
है। िाडहर है यह सबसे कम मान से अतधक तर्ा सबसे अतधक मान से कम होती है और इन आुँकड़ों के बीच 
मूंेे ही होती है। इसे ‘अूंकगणितीय औसत कहते हैं। 

अूंकगणितीय औसत की गिना 

 आइए, इसे कुछ और उदाहरिों से समिते हैं। 

 नीचे तातलका में पाुँच िषों के दाल उत्पादन सूंबूंधी आुँकड़े डदए गए हैं- 

िषा 2007-08 2008-09 2009-10 2010-11 2011-12 

दाल का 
उत्पादन 

14.8 14.6 14.7 18.2 17.2 

 

 इन आुँकड़ों का समाूंतर माध्य या औसत ज्ञात करना है।  इसे पता करने के तलए, सभी पे्रक्षिों को 
िोड़ कर उसे िषों की कुल सूंख्या से भाग देना हेागा, यानी 

 समाूंतर माध्य  =  14.8+14.6+14.7+18.2+17.2 

5
  लाख टन  

                =    
79.5

5
     = 15.9 लाख टन 

  दाल का औसत उत्पादन 15.9 लाख टन है। तातलका में प्रदतशात प्रत्येक िषा का उत्पादन औसत से 
अलग है। पररतु औसत के प्रयोग से हम वपछले पाुँच साल के उत्पादन को डकसी एक ही मान द्वारा दशाा सकते 
हैं।  

आइए, औसत का एक और उदाहरि देखते हैं। 

 

उदाहरि-2. धमतरी णिले में हुई िषाा (तम.मी.) के आुँकड़े इस प्रकार है। इन आुँकड़ों का औसत ज्ञात 
कीणिए। 

  880.5, 1474.9, 806.3, 1554.9, 1019,2, 1046.5, 1017.2 

हलिः-  आप िानते है डक 

 मध्य =
पे्रक्षिों का िोड़ 

पे्रक्षिों  की सूंख्या 

इस प्रकार, औसत = 880.5+1474.9+806.9+1554.9+1019.2+1046.5+1017.2

2
 

 

   =  
7799.5

7
  = 1114.21 तममी. 
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 अतिः िषाा का अूंकगणितीय औसत 1114.21 तममी. है। 

 

औसत का व्यिहार में उपयोग 

 लया आप बता सकते हैं डक लड़डकयों को सामारयतिः घर में खेलने का डकतना समय तमलता है? हम 
िानते हैं डक रोि खेलने का समय तनणश्चत नहीूं होता, डकसी डदन कोई घूंटों तक खेलता है और डकसी डदन 
बहुत कम या डफर वबल्कुल नहीूं।  

 इसका मतलब है डक एक डदन के आधार पर आप नहीूं बता सकते डक लड़डकयाुँ प्रततडदन डकतने समय 
तक खेलती हैं। अगर आप प्रत्येक लड़की के हर रोि खेलने के समय के बारे में आुँकड़े एकवत्रत करेंगे तो 
आपके पास बहुत सारे आुँकड़े हो िायेंगे। इरहूंेे व्यिणस्र्त करना आसान नहीूं होगा। इस समस्या को हल करने 
के तलए हम एक महीने के आुँकड़े लेेेकर उनके प्रततडदन खेलने का औसत समय पता कर सकते हैं। तातलका-3 
देखें। यहाुँ हमें 50 लड़डकयों के खेलने का समय डदया गया है। लया आप बता सकते हैं डक अतधकतर लड़डकयाुँ 
डकतने समय तक खेलती हैं?  

 तातलका-3 में आप देख सकते हैं डक अतधकतर लड़डकयों को खेलने के तलए औसतन 2 घूंटे से कम 
का समय तमलता है। सबसे ज्यादा यानी 12 लड़डकयाुँ औसतन 2 घूंटे खेलती हैं डकरतु सभी लड़डकयों के 
प्रततडदन खेलने का औसत समय 2 घूंटे नहीूं है। यहाुँ अूंकगणितीय औसत तनकालने के तलए सभी 50 लड़डकयों 
द्वारा औसतन खेलने में प्रततडदन वबताए िाने िाले कुल घूंटे पता करने होंगे।  

     तातलका-3 

प्रततडदन खेलने का औसत समय 

(घूंटे में) 
लड़डकयों की सूंख्या 50 लड़डकयों के 

खेलने का कुल समय 

XI fi xi fi 

0 4  

½ 6 3 

1 8 8 

1
1

2
 9 13

1

2
 

2 12 24 

2
1

2
 7 17

1

2
 

3 4 12 

कुल ∑fi ∑fi xi  = 75 

       

       औसत    =   
∑𝑓𝑖 𝑥𝑖

∑𝑓𝑖
 

                  औसत  =  
75

50
 घूंटे 

             = 1 घण्टा 50 तमनट 
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 यडद पे्रक्षिों की बारम्बारताएुँ x1 ,x2,x3, x4…………………….xn क्रमशिः f1 ,f2,f3, f4…………………….fn  हों तो 
इसका अर्ा है डक पे्रक्षि x1,f1बार आता है, पे्रक्षि x2 f2 बार आता है, इत्याडद। 

िैसे इस उदाहरि में प्रततडदन औसतन 0 घूंटा खेलने िाली 4 लड़डकयाुँ हैं और औसतन 1/2 घूंटा खेलने िाली 
6 लड़डकयाुँ हैं तो  x1 = 0, f1 = 4  और x2   = 

1

2
, f2 = 6  होगा। 

  अब सभी पे्रक्षिों और बारम्बारता के गिुनफल के मानों का  

 योग       =  f1x1 + f2x2 + …………fnxn है तर्ा  

 पे्रक्षिों की कुल सूंख्या  = f1 + f2 + f3 …………….fn है।  

 माध्य तनकालने के तलए हम इस योग को बारम्बारता के योग से भाग देंगे। इस प्रकार माध्य हुआ-  

 माध्य (अूंकगणितीय औसत)   = 
∑𝑓𝑖 𝑥𝑖

∑𝑓𝑖
    िहाुँ i का मान 1 से n तक होगा 

 िोड़ को सूंणक्षप्त में एक य नानी अक्षर ∑ (तसग्मा) से व्यक्त करते हैं। यह िोड़ को दशााता है। इसतलए 
बारम्बारता के िोड़ को ∑fi और पे्रक्षिों एिूं बारम्बारता के गिुनफल के योग को  ∑fixi  से दशााया है। 

 इसका अर्ा यह हुआ डक 1 घूंटा 50 तमनट का औसत समय प्रत्येक लड़की को हर रोि खेलने के तलए 
तमलता है। अब बाकी  आूंकड़ो के सार् इस औसत की तुलना करते हैं। 

 लया आप बता सकते हैं डक डकतनी लड़डकयाुँ औसत घूंटो से अतधक घूंटे खेलती हैं और डकतनी 
लड़डकयाुँ कम? आप देख सकते हैं डक औसत से कम समय खेलने िाली लड़डकयों की सूंख्या 27 है तर्ा औसत 
से ज्यादा खेलने िाली 23 हैं। 

 इस प्रकार िब हम बड़े पमैाने पर आुँकड़ों का अध्ययन करतेेे हैं तब उरहें व्यिणस्र्त करने में औसत 
हमारी मदद करता है। िसेै उपरोक्त उदाहरिों में लड़डकयों के खेलने का औसत समय या दौड़ने की औसत 
गतत।       

करके देखें 

1. वपछले उदाहरि में प्रस्तुत कक्षा के 50 छात्रों की ऊुँ चाई का औसत ज्ञात           
कीणिए। अपनी ऊुँ चाई के सार् उसकी तुलना कीणिए। 

2. तातलका-2 में प्रस्तुत कक्षा के 50 छात्रों की दौड़ने की गतत का औसत          तनकातलए। 
इस औसत से आप लया-लया तनष्कषा तनकाल सकते हैं? 

    

 उपरोक्त उदाहरिों में आपने डदए गए पे्रक्षिों का औसत तनकालना सीखा पररतु यडद औसत पहले से 
डदया गया हो तो लया अज्ञात पे्रक्षिों को ज्ञात डकया िा सकता है। 

 नीचे डदए गए उदाहरि को देणखए- 

उदाहरि-3. नीचे डदए गए पे्रक्षिों का औसत 36 है। अज्ञात पे्रक्षि ;वद्ध ज्ञात कीणिए। 

 25, 39, 35, ,f 46 
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हलिः- आप िानते हैं डक- 

 औसत = 25+39+35+𝑓+46

2
 

 औसत = 145+𝑓 

5
 

 औसत का मान रखने पर 

  36 = 
145+𝑓 

5
 

     36 × 5  =  145  + f  

    180  =  145  + f  

   180 -  145  = f  

  35  =  f 

 अतिः  f का 

 मान 35 हुआ। इस प्रकार सभी पे्रक्षि 25, 39, 35, 35, 46 हुए। 

उदाहरििः-4.  नीचे दी गई तातलका के आुँकड़ों की मदद से छात्रों की औसत ऊुँ चाई ज्ञात कीणिए।  

ऊुँ चाई(सेमी.में) 158 159 160 161 162 163 

छात्रों की 
सूंख्या 

7 10 13 8 4 5 

 

हलिः- हमें पता है डक माध्य (अूंकगणितीय औसत) 

    ऊुँ चाई(सेमी.में)(xi) छात्रों की सूंख्या(fi) (fi xi ) 

158 7 1106 

159 10 1590 

160 13 2080 

161 8 1288 

162 4 648 

163 5 815 

 ∑fi     = 47 ∑fi x i   = 7527 

                     

अतिः अूंकगणितीय औसत  = 
7527

47
 

= 160.15 सेमी. 

यानी छात्रों की औसतन ऊुँ चाई 160.15 सेमी. है। 

करके देखें 

 1. पहली 15 प्राकृत सूंख्याओूं का औसत ज्ञात कीणिए। 
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          2. माचा-अप्रलै, 2010 के दौरान भुिनेश्वर (उड़ीसा) में पेट्रोल के दाम (रूपये में)   नीचे डदए गए 
हैं। इनका औसत ज्ञात कीणिए। 

  61.28, 62.08, 59.35, 56.28, 59.28  

       3.  एक राज्य में 8 िषों में हुए चािल उत्पादन (लाख टन) के आुँकड़े    
  तनम्नतलणखत हैं। इन आुँकड़ों का औसत ज्ञात कीणिए। 

  84.98, 93,34, 71.82, 88.53, 83.13, 91.79, 93.36, 96.69 

 

औसत हमें लया बताती है? 

 हमने देखा डक औसत से हमें एक आधार तमल िाता है िो प रे आुँकड़ों का प्रतततनतधत्ि करता है। 
पररतु लया अूंकगणितीय  औसत  आुँकड़ों को प रा प्रदतशात नहीूं कर पाती।  

नीचे डदए गए कर्नों को पडढ़एिः- 

 1. इस साल फरिरी माह में डदन का औसत तापमान 23°ब ्र्ा। 

 2. वपछले पाुँच िषों में पेट्रोल के प्रतत लीटर दाम का औसत 65.70 रुपये रहा। 

 3. दसिीूं कक्षा के विद्यातर्ायों की औसत आय ुलगभग 15 िषा है। 

 आपने अलसर ऐसे कर्नों को पढ़ा होगा और सुना भी होगा। एक महीने अर्िा डदन का औसत 
तापमान, पेट्रोल का औसत दाम आडद के मान से हम कुछ बातें समि सकते हैं और कुछ तनष्कषा तनकाल 
सकते हैं। डकरत ुकई बातें औसत से पता नहीूं चलती। िैसे-   

 कर्न-1 में, प रे महीने तापमान  कभी 23°C से अतधक  और तो कभी उससे कम रहा होगा। औसत 
हमें यह नहीूं बताता डक तापमान डकतना-डकतना र्ा। अतधक से अतधक डकतना ि कम से कम डकतना । लया 
तापमान में बहुत उतार-चढ़ाि हुआ या िह लगभग एक िैसा ही र्ा। 

 कर्न-2 में भी, पेट्रोल के दाम समय-समय पर बदलते रहे होंगे। प्रत्येक िषा  औसत   

दाम  65.70 रूपये नहीूं रहा होगा। इससे हम यह नहीूं बता सकते डक आि पेट्रोल का दाम लया है?  डफर भी 
औसत से हम यह अूंदािा लगा पा सकते हैं डक पेट्रोल का दाम प्रतत लीटर 64 रुपये से 66 रुपये के इदा-तगदा 
ही रहा होगा अगर हमें यह पता हो डक अकसर पेट्रोल के दामों में  अचानक उतार-चढ़ाि नहीूं होता है। 

 कर्न-3 में, कुछ विद्यातर्ायों की आय ु15 से कम होगी तर्ा कुछ की अतधक होगी।  इससे हमें और 
अतधक िानकारी नहीूं तमलती।  

 आइए, औसत का एक उदाहरि और देखते हैं- 

 

उदाहरि-5. नीचे तातलका में सात कमाचाररयों के िेतन के आुँकडेे़ डदए हुए हैं- 

   1400 1500 8400 8700 9000 9200 9400 
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 इन आुँकड़ों का औसत तनकालकर देणखए- 

 आप िानते हैं,  औसत = 1400+1500+8400+8700+9000+9400

7
 

= 
47600

7
   रूपये 

 आुँकड़ों का औसत िेतन 6800 रूपये है।  

 पर लया औसत इन आुँकड़ों के केरि को सही रूप से प्रस्तुत कर पा रहा है? कोई भी आुँकड़ा औसत के 
करीब नहीूं है। इस औसत से हम यह तो पता कर सकते हैं डक हर महीने कुल डकतना खचाा िेतन पर होता है, 

डकरतु यह नहीूं डक एक कमाचारी को लगभग डकतना िेतन तमलता है? 

 आप देख सकते हैं डक इन आुँकड़ों का गणितीय औसत हमें आुँकड़ों के वितरि को समिने में मदद 
नहीूं कर पा रहा है।  

माणध्यका 
 िब पे्रक्षिों के मान एक-द सरे से बहुत अरतर पर होते हैं, तब माध्य से हम सभी 
कई अर्ाप िा तनष्कषा नहीूं तनकाल पाते। यहाुँ हम एक नए सूंख्यात्मक प्रतततनतध का 
उपयोग करेंगे णिसे माणध्यका कहते हैं। माणध्यका िह आुँकड़ा है िो व्यिणस्र्त पे्रक्षिों में 
आए मानों के ठीक बीच में होता है। 

आइए एक उदाहरि से माणध्यका को समिते हैं और डफर उसकी उपयोतगता देखेंगे। 

उदाहरि 5 के िेतन आुँकड़ों को देणखए-  

  1400, 1500, 8400, 8700, 9000, 9200, 9400 

 इन आुँकड़ों की माणध्यका लया है? आुँकड़ों में कुल सात पद है णिसमें से चौर्ा पद मध्य पद है। 
इसतलए इन आुँकड़ों की माणध्यका 8700 है। आुँकड़ों के पे्रक्षिों का मध्य पद ही हमें माणध्यका देता है। कई बार 
माणध्यका आुँकड़ों का बेहतर प्रतततनतधत्ि कर सकती है लयोंडक माणध्यका पर बहुत बड़े एिूं बहुत छोटे पे्रक्षिों 
का असर नहीूं पड़ता। 

करके देखें 

 तनम्नतलणखत आुँकड़ों की माणध्यका ज्ञात कीणिए- 

1. 25, 21, 23, 18, 20, 23, 24 

2. 113, 102, 95, 85, 110, 109, 106,110, 115 

 आइए, माणध्यका के कुछ और महत्िप िा उपयोग समिते हैं।  

उदाहरििः-6. डकसी दफ्तर में 10 पदों पर तनयवुक्त के तलए 21 व्यवक्तयों ने इूंटरव्य  डदया। इूंटरव्य  में उरहें 
कुल 50 अूंकों में से तनम्नतलणखत अूंक प्राप्त हुए- 

  25, 23, 45, 40, 42, 38, 32, 43, 47, 36, 28, 37, 35, 34, 42, 21, 27, 18, 39, 41, 40 
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 इनमे  से 10 व्यवक्तयों को नौकरी के तलए चुना िाना है।  

 इसके तलए लया डकया िाए? 

 हम िानते हैं डक 21 में से सिाातधक अूंक प्राप्त करने िाले 10 व्यवक्तयों को चुना िाएगा। इस प्रडक्रया 
को सरल बनाने के तलए आुँकड़ों को बढ़ते क्रम में व्यिणस्र्त डकया िा सकता है िो डक इस प्रकार होगा- 

18, 21, 23, 25, 27, 28, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 40, 41, 42, 42, 43, 45, 47 

 इन आुँकड़ों में माणध्यका 11 िाुँ पद यानी 37 है िो डक शुरू के 10 व्यवक्तयों तर्ा आणखर के 10 
व्यवक्तयों के बीच में है। अतिः नौकरी के तलए 37 से अतधक अूंकों िाले व्यवक्तयों का चुनाि डकया िायेगा। यहाुँ 
37 आुँकड़ों की माणध्यका है। 

 अर्ाात ्यडद पे्रक्षिों की कुल सूंख्या द हो,  

 तो प्रेक्षिों का  (
𝑛+1

2
) िाुँ पद ही माणध्यका होगी। 

   आप देख सकते हैं डक उदाहरि-4 और उदाहरि-5 में कुल पे्रक्षिों की सूंख्या  

विषम सूंख्याएुँ हैं। उपरोक्त तरीके से कुल पे्रक्षिों की सूंख्या विषम होने पर माणध्यका आसानी से ज्ञात कर 
सकते हैं। पररत ुयडद पे्रक्षिों की कुल सूंख्या सम हो तो माणध्यका को कैसे पता करेंगे? इसे समिने के तलए 
एक उदाहरि देखते हैं- 

उदाहरििः-7. 10 विद्यातर्ायों की ऊुँ चाई (सेमी.मूंेे) तनम्नतलणखत है- 

 117, 106, 123, 110, 125, 112, 115, 102, 100, 115 

 इन आुँकड़ों की माणध्यका ज्ञात कीणिए। 

हलिः- माणध्यका ज्ञात करने के तलए आुँकड़ों को सबसे पहले बढ़ते हुए क्रम में रखना होगा। 

 100, 102, 106, 110, 112, 115, 115, 117, 123, 125 

 यहाुँ पे्रक्षिों की सूंख्या सम है इसतलए न ही पाुँचिाुँ पद पे्रक्षिों के वबल्कुल मध्य है और न ही छठा 
पद। पे्रक्षिों का मध्यपद यानी माणध्यका पाुँचिें और छठें पद के मध्य में हैं अतिः ऐसी पररणस्र्तत में पे्रक्षिों के 
मध्य में पड़ने िाले दोनों पद का औसत ही माणध्यका होती है। इस उदाहरि में,  पाुँचिा पद = 112 सेमी. 

   छठा पद = 115 सेमी. 

   माणध्यका  = 
पाूंचिा पद+छठा पद

2
 

    =112+115

2
  = 113.5 सेमी. 

 इन आुँकड़ों की माणध्यका 113.5 सेमी. है। 

 यानी िब पे्रक्षिों की कुल सूंख्या सम हो तब माणध्यका को ऐसे समिा िा सकता है- 
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   मणध्यका = 
(

𝑛

2
)िा पद +(

𝑛

2
+1) िा पद 

2
 

 

 अभी तक हमने डदए हुए पे्रक्षिों की माणध्यका तनकाली। अब दी हुई माणध्यका का प्रयोग कर अज्ञात 
पे्रक्षिों का मान पता करेंगे। 

उदाहरििः-8. आरोही क्रम में व्यिणस्र्त आुँकड़ों 7, 10, 12, च, ेु, 27, 31 की माणध्यका 17 है। यडद इसमें 
एक और पे्रक्षि 40 िोड़ डदया िाए तो माणध्यका 18 हो िाती है। च तर्ा ेु का मान ज्ञात कीणिए। 

हलिः- आप िानते हैं डक माणध्यका सदैि पे्रक्षिों के मध्य पद का मान होती है। 

 पे्रक्षिों 7, 10, 12,  p, q, 27, 31 में माणध्यका चौर्ा पद है। यानी p  =  17 

 अब यडद एक और पे्रक्षि 40 इसमें िोड़ डदया िाए तो प्रेक्षि होंगे 7, 10, 12, p, q, 27, 31, 40 अब 
च ुँडक पे्रक्षिों की सूंख्या सम हो गई है अतिः 

 नए मणध्यका = 
(

𝑛

2
)िा पद +(

𝑛

2
+1) िा पद 

2
 

    18 = 𝑝 + 𝑞 

2
 

     18 = 17 + 𝑞 

2
 

                                    36 = 17 + q 

                                     19 = q  

अतिः p और  q  के मान क्रमशिः 17 तर्ा 19 हैं। 

बहुलक्र 

 आपने औसत तर्ा माणध्यका को समिा। आुँकड़ों से तनष्कषा तनकालने का एक और 
मापक ‘बहुलक’ है। बहुलक पे्रक्षिों में सबसे अतधक बार आया पे्रक्षि होता है । उदाहरि के 
तलए डकसी परीक्षा में कक्षा 10 के 20 विद्यातर्ायों के गणित विषय के प्राप्ताूंक तनम्नतलणखत 
रे्िः- 

40, 25, 40, 35, 36, 45, 45, 40, 35, 39, 41, 42, 40, 25, 40, 42, 35, 38, 40  

  इन आुँकड़ों में हम देखते हैं डक 40 अूंक पाने िाले विद्यातर्ायों की सूंख्या सबसे  अतधक 6 है यानी बहुलक 
40 हुआ। 

 आइए एक अरय उदाहरि से बहुलक को समिें- 

उदाहरििः-9. एक दकुानदार अपनी दकुान पर डकसी विशेष कम्पनी के पाुँच अलग-अलग नम्बर (6, 7, 8, 9, 

10) के ि ते बेचता है।  

तीन महीने में हुई वबक्री के आुँकड़े इस प्रकार है- 
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ि ते का नम्बर 6 7 8 9 10 

बेचे गए ि तों 
की सूंख्या 

18 24 41 19 9 

तीन महीने में दकुानदार ने देखा डक काफी ि ते वबक चुके हैं। अब दकुानदार को ि तों के खाली हुए स्टॉक को 
भरना है। लया िह औसत या माणध्यका ज्ञात करके यह तनिाय ले पाएगा डक उसे कौन-से नम्बर के ि ते िल्दी 
से िल्दी कम्पनी से मूंगिाने होंगे? यह हम औसत ि माणध्यका से पता नहीूं कर सकते। उसे उस माप के ि ते 
मूंगिाने चाडहए िो सबसे ज्यादा वबकते हो। 

 उपरोक्त ररकॉडा को देखकर दकुानदार 8 नम्बर के ि ते कम्पनी से मूंगिाने का तनिाय लेता है। िह 
अरय नम्बर के ि तों के स्टॉक को उनके कम खरीदारों को देखते हुए कुछ समय के तलए टाल देता है। आप 
देख सकते हैं डक ‘8’ नम्बर के ि ते की माूंग सबसे अतधक है लयोंडक इनकी वबक्री सबसे ज्यादा हुई है।  

  अतिः यहाुँ बहुलक 8 है। 

करके देखें 

तनम्नतलणखत आुँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीणिए। 

1. 25, 9, 69, 34, 70, 36, 90, 70, 56, 70, 71 

2. 56, 39, 94, 36, 39, 15, 39, 40 

 

प्रश्नािली-1 

1. तनम्नतलणखत सिालों के हल खोिने के तलए आप समाूंतर माध्य तर्ा माणध्यका में से डकसका प्रयोग 
करेंगे और डकसमें इनमें से कोई भी काम नहीूं आएगा? 

 (i) राज्य में सबसे अतधक लोकवप्रय अखबार कौन-सा है? 

 (ii) एक महीने में हुई औसत िषाा डकतनी है? 

               (iii) डकसी परीक्षा में 100 विद्यातर्ायों ने भाग तलया। इन विद्यातर्ायों में से अूंकों के आधार पर 
सबसे बेहतर प्रदशान करने िाले 50 विद्यार्ी कौन-से हैं? 

 (iv) िनिरी के महीने में पेट्रोल का औसत दाम डकतना रहा? 

 (v) कौन-से णखलाड़ी ने अूंतरााष्ट्रीय डक्रकेट में अभी तक सबसे ज्यादा विकेट तलए हैं? 

              (vi) दाित में बलुाए गए 20 व्यवक्तयों के तलए डकतनी चपाततयों की आिश्यकता पड़ेगी, यह तय 
करने के तलए। 

            (vii) डकस महीने में ज्यादा बाररश होती है? 

2. 10 महीनों में हुई िषाा (तममी.) के आुँकड़े तनम्नतलणखत है- 

  243.50,    266.00,   347.70,                  240,00,    325.20,  

  264.80,                   356.30,  211.60,   246.90,   282.70, 
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 इन आुँकड़ों से औसत िषाा ज्ञात कीणिए। 

3. सबसे पहली 10 सम सूंख्याएुँ कौन-सी है? इनका औसत ज्ञात कीणिए। 

4. पाुँच अलग-अलग शहरों में चािल के दाम का औसत ज्ञात कीणिए- 

शहर A B C D E 

दाम (रुपये में) 25 28 30 31 32 

 

5. तातलका में अूंतरााष्ट्रीय खेलों (ओलूंवपक) में अतधकतम ऊुँ ची क द के आुँकड़े डदए हुए हैं। इन आुँकड़ों का 
औसत, बहुलक तर्ा माणध्यका ज्ञात कीणिए। 

िषा 1960 1964 1968 1972 1976 1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004 

ऊुँ चाई 

(मीटर 
में) 

1.85 1.90 1.82 1.92 1.93 1.97 2.02 2.03 2.02 2.05 2.01 2.06 

 

6. आठ विद्यातर्ायों का भार (डकलोग्राम में)  इस प्रकार है- 

  30, 32, 33, 38, 37, 41, 35, 40 

 विद्यातर्ायों का औसत भार ज्ञात कीणिए। 

 7. लगातार पाुँच िषों में डकसी स्क ल में विद्यातर्ायों की सूंख्या तनम्नतलणखत है- 

 1150, 1250, 1360, 1275, 1310 

 इन पाुँच िषों में स्क ल में औसतन डकतने विद्यार्ी रे्। 

अूंकगणितीय औसत, माणध्यका और बहुलक की सीमाएुँ 

 आुँकड़ों को समिने के तलए एक प्रतततनतध मान अूंकगणितीय औसत यानी माध्य है। हमने देखा यह 
आुँकड़ों के बारे में हमें बहुत कुछ बताता है, लेडकन इससे कुछ बातें स्पष्ट नहीूं हो पाती और इसे आुँख म ुँदकर 
इस्तेमाल करने से गड़बड़ हो सकती है। िसेै घर का दरिािा घर में रहने िाले बड़ों ि बच्चों की ऊुँ चाई का 
औसत लेकर नहीूं बनाया िा सकता और न ही इस आधार पर डक ज्यादा लोग डकस ऊुँ चाई के हैं। 

 िैसा डक हमने देखा डक इसके अलािा माणध्यका और बहुलक भी कई प्रश्नों का ििाब नहीूं बता पाते। 
यह आुँकड़ों को समिने में ज्यादा मददगार होते हैं डकरतु इरहें भी  ध्यान से उपयोग करना होता है। कई 
वितशष्ट बातें इनमें नहीूं डदखती। 

  

िगीकृत आुँकड़ों में केरिीय प्रिवृत्त के मापक 

 ज्यादातर णस्र्ततयों में पे्रक्षिों की सूंख्या इतनी अतधक होती हैं डक उनको ठीक तरह से पढ़ने और 
तनष्कषा तनकालने के तलए हमें उरहें सम हों में बाुँटकर (िगीकृत करके) छोटा करने की िरूरत होती है। अतिः 
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िब हम अिगीकृत आुँकड़ों को िगीकृत आुँकड़ों में बदल देते हैं, तब हमें इरहें पढ़ने एिूं तनष्कषा तनकालने के 
तलए माध्य, माणध्यका और बहुलक पता करने होंगे।  

 उदाहरि 13 में 10 के िगा अूंतराल बनाकर िगीकृत आुँकड़े डदए है। याद रखें डक िगा अूंतरालों की 
बारम्बारताएुँ तनणश्चत करते समय डकसी ऊपरी िगा सीमा में आने िाले पे्रक्षि अगले िगा अूंतराल में लेते है। 
िैसे- णिस िषा 50 लाख टन चािल का उत्पादन हुआ है, िह 40-50 िगा अूंतराल में न होकर 50-60 िगा 
अूंतराल में होगा।  

 हमने देखा डक अिगीकृत आुँकड़ों का माध्य तनकालने के तलए हम डदए गए पे्रक्षिों का िोड़ तनकालते 
हैं। लेडकन िगीकृत आुँकड़ों के तलए हम लया करेंगे ? उस िगा में से कौन-सा मान लें,कौन-सी सूंख्या चुनें? लया 
40-50 के िगा के तलए 40 लें अर्िा 50 या कोई और? 

 अतिः यहाुँ हमें एक ऐसी सूंख्या चाडहए िो सभी िगा अूंतरालों का प्रतततनतधत्ि करे। हम यह मान लेते 
हैं डक प रे िगा अूंतराल की बारम्बारता  मध्य वबरद ुके चारों ओर केणरित होती है, और हर िगा अूंतराल का 
मध्य वबरद ुउस िगा का प्रतततनतध है। इस मध्य वबरद ु (Mid Point) को िगा प्रतीक (Class Mark) भी कहते है। 

उदाहरििः-10. एक उच्चतर माध्यतमक शाला के छोटे- बड़े बच्चों के ििन के आुँकड़े नीचे डदए गए हैं, इसका 
समाूंतर माध्य पता करें।  

ििन 

(डकग्रा में) 
 

30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 

बच्चों की 
सूंख्या 

11 29 6 3 1 

 

हलिः-  मध्य वबरद ुज्ञात करने के तलए हमें िगा सीमा का उपयोग करना होता है। मध्य वबरद,ु िगा 
की तनम्न सीमा तर्ा उच्च सीमा का औसत होता है। पहले हम मध्य वबूंद ुतनकालूंेेगे। िगा (30-40) का मध्य 
वबरद ुदेखें तो िह 35 होगा, यानी 

 मध्य वबरद ु=  तनम्न िगा सीमा +उच्च िगा सीमा 
2

 = 30+40

2
  =  35 

 मध्य वबरद ुको हम गप द्वारा दशााते हैं। पहला मध्य वबरद ुx1  =  35 

 इसी प्रकार हम बाकी िगों  के मध्य वबरद ुज्ञात कर सकते हैं िो डक क्रमशिः 45, 55, 65 और 75 होंगे। 
अब प्रत्येक मध्य वबरद ुको प्रत्येक िगा की बारम्बारता से गिुा कर इसका उपयोग माध्य ज्ञात करने के तलए 
करेंगे। नई तातलका इस प्रकार बनेगी- 

ििन (डकग्रा.) िषों की सूंख्या( fi ) मध्य वबरद ु(Xi) (f I xi) 

30-40 11 35 385 

40-50 29 45 1305 

50-60 6 55 .......... 

60-70 3 65 .......... 
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70-80 1 75 .......... 

योग 50  2290 

तातलका को प रा कीणिए। 

 अतिः हम पाते हैं डक ऊपर बनी तातलका में fi xi    का योग यानी  ∑ fi xi      =  2290 है। 

अतिः डदए हुए आुँकड़ों का माध्य X होगा: 

    X = (∑fI xI ) =
2290

50
 = 45.8 डकग्रा 

 यानी औसतन ििन प्रतत बच्चा 45.8 डकग्रा. हैं।  

िगीकृत आुँकड़ों का बहुलक 

 ऊपर हमने यह पता लगाया डक औसतन बच्चों का ििन लया 
है। यडद हम यह िानना चाहते हैं डक कौन-सा ििन सबसे ज्यादा बच्चों 
का है, तो हमें इन आुँकड़ों का बहुलक पता करना होगा। 

 आप यह िानते हैं डक बहुलक डदए गए आुँकड़ों में से िह मान 
होता है िो सबसे अतधक बार दोहराया गया होता है। िगीकृत आुँकड़ों में 
हम सबसे पहले बहुलक िगा की पहचान करते हैं। इन आुँकड़ों में िगा 
(40-50) की आिवृत्त सबसे अतधक है अतिः यह बहुलक िगा है । हमे इससे 
यह पता चल पाता है डक आुँकड़ों का बहुलक इसी िगा अूंतराल के बीच 
मौि द है। इस प्रकार की णस्र्तत में बहुलक स त्र में मान रखकर ज्ञात 
कर लेते हैं। 

 बहुलक ज्ञात करने का स त्र- 

 बहुलक =  𝑙 + (
𝑓1−𝑓2

2𝑓1−𝑓0−𝑓2 
)  𝑥 ℎ 

 

  

इस स त्र में- 

 l = बहुलक िगा की तनम्न सीमा 

 f0 = बहुलक िगा से ठीक पहले की बारम्बारता 

 f1 = बहुलक िगा की बारम्बारता 

 f2 = बहुलक िगा के ठीक बाद की बारम्बारता 

h = िगा अूंतराल की माप 

 

 f  1 और f 0 में णितना   अतधक 
अूंतर होगा बहुलक l  से उतना ही 
बड़ा होगा। इसी तरह f 2  और  f 1 
में णितना कम अूंतर होगा बहुलक l  
से उतना ही बड़ा होगा और l   +  d  
के करीब होगा। अगर यह सोचें डक 
बहुलक का अतधकतम मान डकतना 
हो सकता है तो हम यह देखेंगे डक 
इसका अतधकतम मान l  तर्ा f 1 ि 
f 0 या f 2 ि f 1 के अूंतर क के योग 
के बराबर होगा। यानी  बहुलक l   
और  l + d  के बीच होगा। 



371 
 

उदाहरििः-11. उदाहरि 10 की तातलका में बहुलक िगा = 40-50, बहुलक िगा की तनम्न   
 सीमा (l) = 40 

 बहुलक िगा की बारम्बारता ( f 1 ) = 29 

 बहुलक िगा से ठीक पहले की बारम्बारता (f 1) = 11 

 बहुलक िगा से ठीक बाद की बारम्बारता (f 2) = 6 

 िगा माप (h) = 10 

 स त्र में इन मानों को रखने पर 

 बहुलक  =  40 +(
29−11

2(29)−11−6
) × 10 

   =  40 +  ( 18

58−17
) × 10  =  40 +  18

41
 × 10 

   = 44.39 डकग्रा. 

 यह l + d  के करीब है लयोंडक  f 0   बड़ा ि f 2 छोटा है। 

 इस प्रकार िगीकृत आुँकड़ों का बहुलक ज्ञात डकया िाता। यह बहुलक के आुँकड़ों के करीब हैं। 

िगीकृत आुँकड़ों की माणध्यका 

उदाहरििः-12. डकसी स्क ल में दसिीूं कक्षा की लड़डकयों की ऊुँ चाई इस प्रकार दी गई है- 

   

ऊुँ चाई (सेमी.) 135-140 140-145 145-150 150-155 155-160 

लड़डकयों की 
सूंख्या 

1 2 11 9 7 

 

 इन आुँकड़ों की माणध्यका ज्ञात कीणिए। 

हलिः- डदए गए आुँकड़ों की माणध्यका तनकालने के तलए आिवृत्त से सूंचयी आिवृत्त तनकालनी होगी। (आप 
कक्षा-9 में सूंचयी आिवृत्त तनकालना सीख चुके हैं) 

ऊुँ चाई लड़डकयों की सूंख्या (सूंचयी बारम्बारता) 

140 से कम 1 

145 से कम 1  +  2 = 3 

150 से कम 3  +  11 = 14 

155 से कम 14  +  9 = 23 

160 से कम 23  +  7 = 30 
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यह ‘से कम’ प्रकार का सूंचयी बारम्बारता बूंटन है िहाुँ 140, 145,150,155,160 िगा की ऊपरी सीमाएुँ हैं। 

 हम िानते हैं डक डदए गए िगीकृत आुँकड़ों के मध्य का पे्रक्षि डकसी िगा अूंतराल में णस्र्त होगा। िह 
िगा अूंतराल कैसे पता करें णिसमें मध्य पे्रक्षि णस्र्त है ? 

ऊुँ चाई लड़डकयों की सूंख्या (f) सूंचयी बारम्बारता (cf) 

135-140 1 1 

140-145 2 3 

145-150 11 14 

150-155 9 23 

155-160 7 30 

 इस माणध्यका िगा  (Median Class ) को तनकालने के तलए हम सभी िगों की सूंचयी बारम्बारताएुँ और 𝑛

2
 

 ज्ञात करते हैं। अब हम िह िगा खोिते हैं णिसकी सूंचयी बारम्बारता 𝑛

2
 से अतधक या उससे तनकटतम है। 

यहाुँ n  =  30 है यानी 𝑛

2
   = 15 हुआ अब 150-155 ही िह िगा है णिसकी सूंचयी बारम्बारता 23 है अर्ाात 15 से 

ज्यादा है तो 15िाुँ पे्रक्षि या माणध्यका 150-155 िगा में ही आएगा। 

 अतिः 150-155 माणध्यका िगा है। माणध्यका िगा पता करने के बाद हम तनम्नतलणखत स त्र का प्रयोग 
करके माणध्यका तनकाल सकते हैं- 

  मणध्यका = l + (

𝑛

2
−𝑐𝑓

𝑓
 𝑥 ℎ) 

िहाुँ  l  =  माणध्यका िगा की तनम्न सीमा 

 n  =   पे्रक्षिों (कुल आिवृत्त)की सूंख्या 

 cf =  माणध्यका िगा से ठीक पहले िाले िगा की सूंचयी बारूंबारता 

  णेत्र माणध्यका िगा की बारूंबारता 

 f  =  िगा माप (यह मानते हुए डक िगा माप बराबर है) 

अब  𝑛

2
 = 15 , l  =  150,  cf  =  14 ,   f =  9 , h  =  9 

  माणध्यका  = 150 +
15−14

9
 𝑥 5 

     = 150 +
5

9
 

     =  150.55 सेमी. 

 अतिः लगभग आधी लड़डकयों की ऊुँ चाई 150.55 सेमी.से कम है और शेष आधी लड़डकयों की ऊुँ चाई 
150.55 सेमी. से अतधक या उसके बराबर है। 
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 इसी प्रकार हम आुँकड़ों को ’से अतधक’ के रूप में व्यिणस्र्त कर सकते हैं। यह तातलका में डदखाया 
गया है। इससे भी कई तनष्कषा तनकाल सकते हैं,िैसे 150 सेमी. से अतधक 16 लड़डकयों की ऊुँ चाई है,आडद। 

ऊुँ चाई लड़डकयों की सूंख्या 
135 से अतधक या उसके बराबर 130 
140 से अतधक या उसके बराबर 29 

145 से अतधक या उसके बराबर 16 

155 से अतधक या उसके बराबर 7 

   

इस तातलका से आप लया तनष्कषा तनकाल सकते हैं? चचाा करके 3 तनष्कषा तलणखए। 

 

रुिान : अूंतिेषि और बडहिेषि (Trend: Interpolation and Extrapolation) 

 हमने देखा डक आुँकड़ों को व्यिणस्र्त करने और उनके अध्ययन के बाद हमें कई 
बातें पता चलती हैं डकरत ुकई बातें हम नहीूं िान पाते। एक और सिाल यह है डक हमारे 
पास णिस अरतराल के आुँकड़े हैं उसके आगे के आुँकड़ों के बारे में लया हम कुछ कह सकते 
हैं? माना हमने एक शहर में कुल िषाा के आुँकड़े कई िषोेे ूें तक ज्ञात डकए। इसमें से बीच 
के कुछ िषों में कुल बाररश के आुँकड़े हमारे पास उपलब्ध नहीूं हैं लयोंडक इरहें इकट्ठा 

करना रह गया । तो लया हम इनका अनमुान लगा सकते हैं और हम यह भी सिाल प छ सकते हैं डक लया 
इन आुँकड़ों से हम यह बता सकते हैं डक आने िाले साल में कुल डकतनी बाररश होगी? 

 इन दोनों के बारें में सोचने के तलए हमें आुँकड़ों के पटैना को देखना होगा। यानी लया आुँकड़ों में 
बदलाि का कोई तनणश्चत ढूंग है? लया उनमें हम कोई रूिान देख सकते हैं? हम आगे कुछ उदाहरिों के माध्यम 
से इस पर विचार करेंगे और यह देखेंगे डक ऐसा कब डकया िा सकता है और कब नहीूं।  

 मान लीणिए डक आप डकसी िव्य को 40 तमनट तक गमा करते हैं और चार अलग-अलग समय पर 
उसका तापमान नोट करते हैं िो इस तातलका में डदए हैं। 

 समय (तमनट में)   0 10 30 40 

 तापमान (डडग्री सेणल्सयस में) 20 30 50 60 
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 इन आुँकड़ों को आलेख मे दशााने पर वबूंद ुप्राप्त होते हैं। इन वबूंदओुूं से िोड़ती हुई एक रेखा खीूंतचए। हम 
कह सकते हैं डक शुरूआत में 0 तमनट पर 200 C तापमान ,10 तमनट बाद 300C,  30 तमनट बाद 500 C और 40 
तमनट बाद 600 C नोट डकया गया पर लया हम 
इन आुँकड़ों को देखकर 20 तमनट और 60 
तमनट बाद तापमान बता सकते हैं? िाडहर है 
नहीूं। इन आुँकड़ों में तसफा  0, 10, 30 और 40 
तमनट पर तापमान डदए हैं। 20 तमनट, अूंतराल 
10-30 के बीच आता है। हम आलेख की मदद 
से 20 तमनट के सूंगत तापमान पता कर सकते 
हैं िो डक 400 C है। (आलेख-2)  

 यहाुँ डदए गए आुँकड़ों में अनूंत ऐसे 
आुँकड़ें हैं िो डदए गए आुँकडों के अूंदर आते हैं 
और उनके सूंगत तापमान भी इस आलेख से 
बता सकते हैं,  इसे अूंतिषेि कहते हैं। 

 ध्यान दीणिए डक यहाुँ आुँकड़ों का 
पररसर (Range) 0 - 40 (तमनट) तक है। 50 
तमनट इसके बाहर आता है। 50 तमनट पर तापमान पता करने के तलए हम इस आलेख की रेखा को उसी ओर 
आगे बढ़ाएुँगे। आगे बढ़ाने पर हमें 50 तमनट पर तापमान 700 C प्राप्त हुआ। इसी प्रकार आगे बढ़ाई गई रेखा पर 
अरय सूंगत तापमान भी दशााये िा सकते हैं। यह तरीका णिसमें तलए गए आुँकड़ों के रूख को आगे बढ़ाते हुए 
आुँकड़ों के पररसर के बाहर के अनूंत मान पता करते हैं , बडहिषेि कहते हैं। यह माना िाता है डक आुँकड़ों के 
बदलने का रूख (Trend) एक ही है और आुँकड़ों के पररसर के बीच ि उसके बाहर दोनों के तलए उसमें कोई 
अप्रत्यातशत उतार-चढ़ाि नहीूं है। 

अूंतिेषि और बडहिेषि की सीमाएुँ 

 ऊपर के उदाहरि में हमने आलेख के आधार पर 0 से 40 के बीच 20 तमनट पर ि इस पररसर से 
बाहर भी 50 तमनट का तापमान बता डदया। लया आप यह बता सकते हैं डक िव्य को 90 तमनट तक गमा करें , 
तब तापमान डकतना होगा? तातलका में आप देखते हैं डक प्रत्येक 10 तमनट में िव्य के ताप में  100C  की 
बढ़ोतरी हो रही है इस आधार पर हम कह सकते हैं डक 90 तमनट पर 1100C तापमान होगा। लया खलेु बतानों 
में गमा हो रहे पानी का ताप  हो सकता है? िाडहर है डक इस ग्राफ का रूख धीरे-धीरे बदला और उपलब्ध 
आुँकड़ों के आधार पर बाद के समय की ओर ज्यादा नहीूं डकया िा सकता। द सरा प्रश्न यह भी है डक लया 
अूंतिषेि एिूं बडहिषेि सभी आुँकड़ों में डकया िा सकता है। लया तनम्नतलणखत आुँकड़ों में भी हम यह कर 
सकते हैं? आइए देखेंिः- 

 ओलूंवपक मे अतधकतम ऊुँ ची क द के आुँकड़े तनम्नानसुार है- 

िषा 1960 1964 1972 1976 1980 

ऊुँ चाई(मीटर में) 1.85 1.90 1.92 1.93 1.97 
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 इन आुँकड़ों के आधार पर लया आप बता पाएुँगे डक 1956 में ऊुँ ची क द की अतधकतम ऊुँ चाई डकतनी 
रही होगी? 

 यह सूंभि नहीूं है लयोंडक इनमें कोई रूिान नहीूं है । ये तो उस प्रततयोतगता में अतधकतम द री के 
ररकाडा डकए गए आुँकड़े हैं। इसी प्रकार यडद िनसूंख्या के आुँकड़ों में कोई रूिान नहीूं है तो इसमें भी हम 
अनमुान नहीूं लगा सकते डक आगे के िषा में िनसूंख्या डकतनी होगी या डदए गए िषों के बीच डकसी िषा में 
िनसूंख्या डकतनी रही होगी? यानी अूंतिषेि एिूं बडहिषेि की सीमाएुँ हैं िो आुँकड़ों के रूप ि रूख पर 
आधाररत होते हैं हम प्रत्येक प्रकार के आुँकड़ों के तलए अूंतिषेि और बडहिषेि नहीूं कर सकते। 

 सोचें एिूं चचाा करें 

 नीचे की तातलका में कक्षा दसिीूं की परीक्षा के पररिाम डदए गए हैिः- 

िषा 2001 2002 2003 2005 

पररिाम 88% 80.5% 66% 55% 

 

 लया आप 2004 एिूं 2006 के परीक्षा पररिाम का अनमुान लगा सकते हैं? 

ग्राफ से आुँकड़े तनकालना 

 करके देखें 

 आप अपने स्क ल के अलग-अलग कक्षाओूं के 40 लड़के या लड़डकयों की उम्र एिूं उनकी ऊुँ चाई(सेमी.), 
का आुँकड़ा एकवत्रत कीणिए एिूं उन बच्चों की आय ुतर्ा उनकी आयिुार औसत ऊुँ चाई के बीच ग्राफ खीूंतचए। 
(आुँकड़े लेते समय ध्यान रखें डक समान आय ुिाले बच्चों की सूंख्या 3 से 5 अिश्य हो) 

इस ग्राफ के आधार पर आप बताएुँ- 

1. 15 िषा की उम्र िाली लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई डकतनी है? 

2. 10 िषा की उम्र िाली लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई डकतनी है? 

3. 13 िषा से लेकर 15 िषा तक की उम्र िाली लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई में इस दौरान  
 डकतनी िवृद्ध हुई? 

4. लया आप पता लगा सकते हैं डक  14 िषा की उम्र िाली लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई डकतनी होगी? 

कैसे? 

5. 16 िषा की उम्र िाली लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई डकतनी होगी? 

 सिाल 4 एिूं 5 के हल कैसे पता  डकए िा सकते हैं? 

सूंकेतिः- X -अक्ष पर 14 िषा को दशााइए और उसे X-अक्ष के लूंबित चलकर आलेख की रेखा के सीधिाली वबूंद ु
से तमलाइए। आलेख की रेखा पर तमले वबरद ुको  Y-अक्ष से तमलाइए।  Y-अक्ष पर िो मान तमलेगा िह 14 िषा 
की उम्र िाले बच्चों की औसत ऊुँ चाई डदखाएगा।  इसी प्रकार आप आपके द्वारा तलए गए आुँकड़ों में से डकसी 
भी उम्र िाले बच्चों की औसत ऊुँ चाई पता कर सकते हैं। 
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6. लया आप इस ग्राफ 8 िषा ि 20 िषा पर इरहीूं लड़डकयों की औसत ऊुँ चाई पता कर सकते हैं? चचाा 
करके तलखें। 

 

उदाहरििः-13. िनसूंख्या के आुँकड़ों से सूंबूंतधत तनम्नतलणखत ग्राफ को देणखए तर्ा ग्राफ के आधार पर नीचे 
तलखे सिालों के ििाब दीणिए। 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i) िषा 1980 में िनसूंख्या डकतनी र्ी? 

(ii) िषा 1960 से 2000 तक िनसूंख्या में डकतनी िवृद्ध हुई? 

(iii)  िषा 1975 में िनसूंख्या डकतनी र्ी? 

(iv)  िषा 1995 में िनसूंख्या डकतनी र्ी? पता लगाइए। 

(v)  लया डदए गए आुँकड़ों के आधार पर 2010 की िनसूंख्या का अनमुान लगाया िा सकता है? 

 प्रश्न (i)  और (ii) के आुँकड़ें हमें सीधे-सीधे ग्राफ द्वारा तमल सकते हैं। परूंतु प्रश्न  (iii), (iv) और (v) के 
आुँकड़ें हमें ग्राफ द्वारा तनकालने होंगें। ग्राफ में प्रदतशात आुँकड़ों को यडद देखें तो उसमें लगातार िवृद्ध होती हुई 
डदखाई पड़ रही है। X-अक्ष पर िषा 1975,1995 और 2010 को दशााने के सार्-सार्  Y-अक्ष पर भी पमैाना 
4,500,000 से  5,500,000 तक बढ़ाना होगा। अब यडद ग्राफ पर ज्ञात हुए वबरदओुूं को Y-अक्ष पर णस्र्त सूंगत 
वबूंदओुूं से तमलाएुँ तो 1975,1995 और 2010 की िनसूंख्या के अनमुातनत आुँकड़े तमल सकते हैं (ग्राफ- देखें)। 

इस प्रकार हम एकवत्रत आुँकड़ों के आधार पर अनमुातनत आुँकड़ें प्राप्त कर सकते हैं। 

 अनमुातनत आुँकड़ों के आधार पर ितामान में भविष्य के तलए नई योिनाएुँ बनाने में मदद होती है। 
िैसे अनमुातनत िनसूंख्या के िास्तविकता में बदलने से पहले तनयूंवत्रत करने की योिना ितामान में ही बनायी 
िा सकती है। 
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नोटिः- 2010 के अनमुातनत आुँकड़े के तलए यह माना गया है डक िनसूंख्या बढ़ने का रूिान िही रहेगा। यह 
आिश्यक नहीूं है डक ऐसा हो उस समय िनसूंख्या बढ़ने को रोकने के बहुत प्रयास हो रहे रे्। उससे रूिान पर 
लया असर आया कह नहीूं सकते, इसतलए इस तरह का बडहिषेि इस समि से ही डकया िाता है डक यह एक 
अनमुान मात्र है। 

उदाहरििः-14. डकसी देश की िनसूंख्या को वितभरन िषों में तनम्नतलणखत आलेख द्वारा दशााया गया है- 

आलेख का अध्ययन कर तनम्नतलणखत सिालों के हल खोणिए। 

 

(i) सबसे अतधक िनसूंख्या कौन से िषा में र्ी? 

(ii) सबसे कम िनसूंख्या डकतनी है? 

(iii)  कौन-कौन से िषा ऐसे हैं णिसमें िनसूंख्या में िवृद्ध हुई? 

(iv) कौन-से िषा ऐसे हैं णिसमें िनसूंख्या में तगरािट आई? 

(v) प्रारम्भ के पाुँच िषों में िनसूंख्या में लगातार िवृद्ध हुई है या कमी आई है?  

 आइए इन आुँकड़ों पर र्ोड़ा और विचार करते हैं।  

  

 यडद हम िषा 1900 से िषा 1950 तक के प्रारणम्भक पचास िषों के आुँकड़ों को देखें तो पता चलता है 
डक  िनसूंख्या में लगातार िवृद्ध हुई है। उसके बाद के िषों की बात करें तो िषा 1950 से 1970 तक िनसूंख्या 
में तगरािट आई है और उसके बाद डफर से िवृद्ध दिा की गई। िषा 1990 से 2010 तक के आुँकड़े भी िनसूंख्या 
में िवृद्ध डदखा रहे हैं। 

 आपने देखा डक बार-बार िनसूंख्या के आुँकड़ों के बदलने की डदशा में कई बार पररितान आया। अलग-
अलग समय पर आुँकड़ों में िवृद्ध तर्ा तगरािट से, आुँकड़ों में पररितान की डदशा कई बार बदली इसे आुँकड़ों का 
रूिान कहते हैं। आुँकड़ों का रूिान हमें आुँकड़ों के बारे में भविष्य के प िाानमुान लगाने में मदद करता है। 

 आइए, इसे एक और उदाहरि से समिते हैं- 

 

उदाहरििः-15. डकसी प्रदेश में मछली उत्पादन से सूंबूंतधत आुँकड़े नीचे ग्राफ द्वारा प्रदतशात डकए गए हैिः- 
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 ग्राफ का अध्ययन कीणिए तर्ा तनम्नतलणखत सिालों के ििाब खोणिए- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i) िषा 2011-12 में डकतना मछली उत्पादन हुआ? 

(ii) अतधकतम मछली उत्पादन कौनसे िषा में हुआ? 

(iii) लया मछली उत्पादन में लगातार िवृद्ध डदख रही है? 

 िब भी हम आुँकड़ों का अध्ययन करते हैं हम आुँकड़ों में बदलाि के कारिों के बारे में भी सोचते हैं, 
िैसे- उपरोक्त उदाहरि में मछली उत्पादन में िवृद्ध होने के लया कारि हैं। 

िषा 2007 में उस प्रदेश की सरकार ने ‘मत्स्य तमत्र’ नामक योिना की पहल की णिसमें मत्स्य विभाग ने 
समुदाय को सार् में िोड़कर मछली पालन को प्रोत्साडहत डकया। अब प्रदेश विभाग के सार् हिारों की सूंख्या 
में समुदाय के लोग हैं िो विभाग को मछली पालन के तलए अनकु ल स्र्ान खोिने में मदद करते हैं सार् ही 
मछली उत्पादन से सूंबूंतधत महत्िप िा आुँकड़े दिा करने में भी भ तमका तनभाते हैं। 

मछली उत्पादन में समुदाय को सडक्रय रूप से िोड़ लेने के कारि प्रदेश द्वारा डकए गए 

उत्पादन में लगातार िवृद्ध हुई। वपछले आुँकड़ों के आधार पर बडहिषेि करने पर यह अनमुान लगाया गया डक 
िषा 2015-16 तक मछली उत्पादन 1,20,000 टन तक पहुुँच िाएगा। 

           प्रश्नािली-2 

1. तनम्नतलणखत आुँकड़ों का माध्य ज्ञात कीणिए- 

मडहला 
तशक्षकों 

15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 65-75 75-85 

राज्यों की 
सूंख्या 

6 11 7 4 4 2 1 

 

 इस तातलका के आधार पर मडहला तशक्षकों की सूंख्या के बारे में 5 तनष्कषा तलणखए। 
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2. एकडदिसीय अूंतरााष्ट्रीय मचैों में बहुत से गेंदबािों द्वारा तलए गए कुल विकेटों की सूंख्या के आुँकड़े  

तातलका में डदए गए हैं। इनका बहुलक ज्ञात कीणिए- 

विकेटों की  

सूंख्या 
0-50 50-100 100-150 150-200 200-250 250-300 

गेंदबािों की 
सूंख्या 

4 5 16 12 3 2 

 

 इस तातलका के आुँकड़ों के बारे में 5 तनष्कषा तलणखए। 

3. तनम्नतलणखत तातलका में 35 शहरों की साक्षरता दर (प्रततशत में) के आुँकड़े डदए गए हैं। इन आुँकड़ों 
का माध्य ज्ञात कीणिए- 

  

साक्षरता दर (% 

में) 
45-55 55-65 65-75 75-85 85-95 

शहरों की सूंख्या   3   10   11    8   3 

 

इस तातलका के आुँकड़ों के बारे में 3 तनष्कषा तलणखए 

4. डकसी अस्पताल में एक साल में भती हुए मरीिों के आुँकड़ें तनम्नतलणखत हैं। इनका  माध्य ज्ञात 
कीणिए- 

  

उम्र (िषों 
में) 

5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 

उम्र (िषों 
में) 

5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 

 

  

उम्र (िषों में) 5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 

मरीिों की 
सूंख्या 

6 11 21 23 14 5 

 

इस तातलका के आुँकड़ों के बारे में 3  तनष्कषा तलणखए 

5. डकसी परीक्षा में विद्यातर्ायों के प्राप्ताूंक तनम्नतलणखत सारिी में दी गई है- 

प्राप्ताूंक              0-10    10-20   20-30  30-40 40-50      50-60 

विद्यातर्ायों की 
सूंख्या     

1     12     24 32 10 5 
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 प्राप्ताूंक की माणध्यका ज्ञात कीणिए। इस तातलका के आुँकड़ों के आधार पर 3 तनष्कषा तलणखए। 

    हमने सीखा 

1. स्तूंभ आलेख ि तातलकाएुँ आुँकड़ों को समिने में मदद करती हैं। 

2.  वितभरन पररणस्र्ततयों में विचाराधीन आुँकड़े ही पे्रक्षि होते हैं। 

3.  औसत एक ऐसी सूंख्या है िो आुँकड़ों के प रे सम ह का गिु बताती है।  

4.  औसत डदए गए पे्रक्षिों के सबसे कम ि सबसे अतधक मान के बीच में ही होता है। 

5.  आुँकड़ों के औसत को सूंख्याय्की में समाूंतर माध्य कहते हैं। 

6.  माध्य, माणध्यका एिूं बहुलक आुँकड़ों के प्रतततनतध मान होते हैं। 

7.  माणध्यका िह आुँकड़ा है िो व्यिणस्र्त पे्रक्षिों में आए मान के ठीक बीच में होता है। 

8.  बहुलक िे मान होते हैं िो डदए गए पे्रक्षिों में सबसे अतधक बार होते हैं। 

9.  आुँकड़ों में बहुत अतधक अूंतर होने पर उन आुँकड़ों के माध्य से तनकाला गया तनष्कषा तु्रडटप िा हो 
सकता है। 

10.  व्यवक्तगत श्रेिी में डदए गए आुँकड़ों की माणध्यका ज्ञात करने के तलए आुँकड़ों को बढ़ते या घटते क्रम 
में व्यिणस्र्त करते हैं। 

11.  डदए गए पे्रक्षिों में अतधकतम ि रय नतम मान के अूंतर को पररसर कहते हैं। यह पे्रक्षिों के मान का 
फैलाि डदखाता है। 

12.  व्यवक्तगत श्रेिी में  समाूंतर माध्य ज्ञात करने का स त्र तनम्नतलणखत है- 

  समारतर मध्य = पे्रक्षिों का योग
कुल पे्रक्षिों की सूंख्या  

13.  असतत ि िगीकृत श्रेिी में समाूंतर माध्य तनकालने का स त्र तनम्नतलणखत है- 

  X =  
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

∑𝑓𝑖
 

14.  व्यवक्तगत श्रेिी के आुँकड़ों से माणध्यका ज्ञात करते समय पे्रक्षिों (पदो ) की सूंख्या  के विषम होने 
पर तनम्नतलणखत स त्र का प्रयोग करते हैं- 

  मणध्यका = 
𝑛+1

2
  िाूं पद  

15.  व्यवक्तगत श्रेिी के आुँकड़ों से माणध्यका ज्ञात करते समय पे्रक्षिों (पदो )की सूंख्या  के सम होने पर 
तनम्नतलणखत स त्र का प्रयोग करते हैं- 

  मणध्यका = 
(

𝑛

2
)िा पद +(

𝑛

2
+1) िा पद 

2
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16.  िगीकृत श्रेिी में डदए गए आुँकड़ों की माणध्यका की गिना के तनम्नतलणखत स त्र का प्रयोग करते हैं- 

  मणध्यका =  𝑙 +  
(

𝑛

2
)−𝑐𝑓 

2
 𝑥 ℎ 

17  िगीकृत श्रेिी में डदए गए आुँकड़ों का बहुलक ज्ञात करने के तलए तनम्नतलणखत स त्र का प्रयोग करते 
हैं- 

  बहुलक = 𝑙 + [
𝑓1−𝑓0 

2𝑓1−𝑓0−𝑓2 
] x h 

18.  आलेख की मदद से आुँकड़ों के पररसर में ऐसे मान भी ज्ञात कर सकते है िो आुँकड़ों में  नहीूं डदए 
गए हैं, अूंतिषेि कहलाता है। डकरतु ऐसा हर प्रकार के आुँकड़ों के तलए सूंभि नहीूं है। 

 

 

 

 

 

 

  
   

 

 

 



  



 

 

 

 

 


